E KOLMAN ISTORIA MATEMATICII ÎN ANTICHITATE EDITURA ŞTIINŢIFICĂ Bucureşti, 1963 E KOLMAN, A P IUŞKEVICI MATEMATICA PÎNĂ ÎN EPOCA RENAŞTERII Traducere de anatolie hristev Supracoperla şi coperta de i' vulcan escu 3 K 0 JI h M A H HCTOPHfl MATEMATHKH B flPEBHOCTH rOCyHAPCTBEHHOE H33ATEBCTB0 «dh3hko-MATEMATHHECKOIÎ JIHTEPATyPM MoCKBa, 1961 PREFAŢĂ Obiectul lucrării de faţă îl constituie istoria matematicii pînă la începutul epocii Renaşterii In problema periodizării istoriei matematicii, autorii se conduc după principiul ridicării acestei ştiinţe de pe o treaptă de abstractid:\Electronica\zare pe alta, mai înaltă, ţinînd seama de varietatea condiţiilor sociale, economice şi geografice Trăsăturile principale ale acestei periodizări sînt exprimate de A N Kolmogorov în articolul Matematica tipărit în voi 26 din ediţia a 2-a a Marii enciclopedii sovietice Conform acesteia, în prezenta lucrare sînt examinate: perioada apad:\Electronica\riţiei matematicii (în primele două capitole) şi perioada matematicii elementare (în celelalte şapte capitole) Lucrarea constă din două cărţi Prima carte, scrisă de E Kolman, este consacrată istoriei matematicii în antichitate Aici se examinează apariţia noţiunilor matematice şi dezvoltarea matematicii la popoarele care au creat cele mai vechi civilizaţii (egipteni, babilonieni, fenid:\Electronica\cieni, evrei, maya, incaşi, azteci; despre matematica chinezilor şi indienilor antici se vorbeşte în cartea a doua, care conţine capitole consacrate în mod special acestor ţări); mai departe, se examinează istoria matematicii în Grecia antică, în ţările elenistice şi în ţările Imperiului Roman Cartea a doua, scrisă de A P Iuşkevici, este consacrată istoriei mad:\Electronica\tematicii din evul mediu — în China şi India (începînd cu antichid:\Electronica\tatea), în ţările Islamului (ţările arabe, Asia Mică, Iran, Azerd:\Electronica\baidjan) şi în Europa In expunerea istoriei matematicii în Orient sînt utilizate recentele cercetări care, nu numai că au dezvăluit multe fapte înainte necunoscute, dar au şi condus la o nouă imagine a acestei epoci din istoria matematicii Natural, aceste capitole au un volum mai mare decît s-a prevăzut mai înainte Mici părţi izolate din textul primei cărţi îi aparţin lui A P Iuşkevici, iar din a doua — lui E Kolman 5 Expunerea merge pînă la începutul secolului al XVI-lea Deşi perioada matematicii elementare se încheie abia în secolul al XVI-lea, autorii au crezut de cuviinţă să se oprească la secolul precedent, deoarece în secolul al XVI-lea, în sinul noii algebre, începe pregătid:\Electronica\rea calculului cu infiniţii mici şi a geometriei analitice, şi activitad:\Electronica\tea unei serii de învăţaţi, în special a lui Viete, a contribuit direct la fundarea matematicii mărimilor variabile, a teoriei funcţiilor şi a transformărilor geometrice Autorii şi-au propus drept scop, în special, să lămurească dezvold:\Electronica\tarea istorică a noţiunilor matematice fundamentale, a metodelor şi a algoritmilor, ţinînd seama pe cît posibil de tendinţele dezvoltării actuale a ştiinţei Noile probleme ce stau în faţa ştiinţei duc la schimd:\Electronica\barea perspectivei istorice asupra trecutului; de exemplu, dezvoltarea impetuoasă a matematicii calculatorii pune acum în faţa istoricilor problema elucidării mai complete a metodelor de calcul prin aproxid:\Electronica\maţie, începînd cu antichitatea Realizarea scopului amintit a fost urmărit şi în elucidarea cread:\Electronica\ţiei diferiţilor savanţi Dezvoltarea matematicii poate fi studiată pe diferite planuri Se poate pune accentul pe legăturile interne în creaţia unui singur om, se poate urmări istoria unei probleme lăsînd total sau parţial la o parte legăturile ei cu alte probleme, se poate vorbi despre istoria unei şcoli ştiinţifice ş a în cartea noastră, consacrată dezvoltării matematicii ca un tot unitar, căutînd să nu ne depărtăm de scopul indicat, am menţinut totodată în centrul atenţiei legăturile dintre matematică şi ştiinţele naturii, dintre matematică şi tehnică, dintre matematică şi filozofie, precum şi legăturile internaţionale, fără a pierde din vedere particularităţile naţionale ale dezvoltării ştiinţei într-o perioadă sau alta Aceasta a determinat, fără voia noastră, o anumită stratificare pe mai multe planuri a expunerii în diferite părţi şi capitole ale lucrării; nu mai vorbim de particularităţile pur individuale, proprii autorilor Cu toate acestea, principiul conducător a fost următorul: caracterul specific al matematicii ca ştiinţă constă într-o generalizare şi abstracd:\Electronica\tizare deosebită a noţiunilor şi metodelor ei; matematica, dezvoltîn-du-se sub influenţa activităţii practice a oamenilor şi a necesităţilor societăţii (uneori această influenţă manifesiîndu-se nemijlocit, alteori numai în ultimă instanţă), are posibilitatea într-o măsură sau alta să dezvolte în mod independent abstracţiile o dată create Literatura referitoare la istoria matematicii este enormă, însă lucrări generalizatoare, scrise de pe poziţiile marxismului, deocamd:\Electronica\dată aproape că nu există De aceea, autorii au trebuit să rezolve multe probleme pentru prima dată Se înţelege că nu considerăm răspunsurile şi soluţiile noastre drept definitive Cîteva observaţii asupra caracterului expunerii Trimiterile bibliografice din text sînt indicate în paranteze drepte, bibliografia, ca atare, inclusiv ediţiile surselor originale, este dată la sfîrşitul fiecărei cărţi sub denumirea de „Bibliografie" Cuvintele puse în paranteze drepte din citate ne aparţin nouă sau traducătorilor textelor respective Autorii sînt recunoscători profesorului B A Rozenfeld, care a citit întregul manuscris şi corecturile respective, dîndu-ne o serie de indicaţii foarte preţioase Autorii roagă pe cititori să trimită observaţiile şi sugestiile lor pe adresa: MocKBa, B-71, JleHHHCKHă npocneKT, 15 Moscova E KOLMAN 24 februarie, 1948 A P IUŞKEVICI CAPITOLUL I APARIŢIA MATEMATICII Naşterea matematicii Naşterea celor mai simple noţiuni mated:\Electronica\matice — a noţiunilor legate de forme spaţiale şi de relaţii cantid:\Electronica\tative— s-a petrecut la începuturile istoriei omenirii Ea este indisolubil legată de timpul cînd, la începutul perioadei cuater-nare, omul începe să-şi procure mijloacele de existenţă cu ajutorul uneltelor de muncă Datorită muncii şi totodată vorbirii articulate, creierul şi organele de simţ ale omului au atins o perfecţiune apreciabilă Creierul a căpătat capacitatea de a crea abstracţii, necesare pend:\Electronica\tru măsurare şi numărare Studiul apariţiei şi dezvoltării noţiunilor de întindere şi de număr, atît de importante pentru gîndirea umană, are o însemnăd:\Electronica\tate imensă nu numai pentru istoria matematicii, ci şi pentru istoria cunoaşterii în ansamblu, deoarece el confirmă teoria mate-rialist-dialectică a cunoaşterii, fapt asupra căruia a atras atenţia V I Lenin, arătînd că „Continuarea operei lui Hegel şi a lui Marx trebuie să constea în prelucrarea dialectică a istoriei gîndi-rii omeneşti, a ştiinţei şi a tehnicii" In ştiinţa burgheză este răspîndită concepţia după care chiar la animale ar exista cele mai simple reprezentări matematice Astfel, cunoscutul istoric al matematicii M Cantor a scris că „numărarea, în măsura în care prin aceasta se înţelege doar o reunire conştientă a unor anumite obiecte într-un ansamblu, nu constituie o particularitate a omului, căci raţa de asemenea îşi numără bobocii săi" Unii se referă, de exemplu, la faptul că forma fagurilor de albine rezolvă în modul optim problema dotării spaţiului cu prisme hexagonale de înălţime constantă şi de volum maxim, cu cheltuială minimă de material Or, pentru rezolvarea acestei probleme sînt necesare cunoştinţe de matemad:\Electronica\tici superioare, pe care chiar şi adepţii concepţiei criticate şovăie să le atribuie albinelor După cum a remarcat însă Marx, „Păiand:\Electronica\ 9 jenul efectuează operaţii care seamănă cu cele ale ţesătorului, iar albina, prin construcţia celulelor ei de ceară, face de ruşine pe mulţi arhitecţi din rîndurile oamenilor Ceea ce distinge însă din capul locului pe cel mai prost arhitect de albina cea mai perfectă este faptul că el a construit celula în capul său, înainte de a o construi din ceară" învăţătura lui I P Pavlov a demonstrat că anid:\Electronica\malele nu sînt capabile să creeze abstracţii, capacitatea ce se observă uneori la ele de a face distincţie între noţiunile cantitad:\Electronica\tive de „mult" şi „puţin" şi între formele spaţiale de „dreaptă" şi „curbă" fiind generată fie de instincte ereditare, fie de reflexe condiţionate datorite exerciţiilor îndelungate Atribuind animad:\Electronica\lelor capacitatea de a forma reprezentări matematice şi chiar noţiuni, ştiinţa burgheză urmăreşte prin aceasta să întărească concepţia idealistă despre aşa-numita origine pur spirituală a acestor noţiuni Conform acestei concepţii, ele ar fi date omului de la naştere, ar fi conţinute în sufletul său şi nu ar fi apărut din experienţa materială O dată cu apariţia celei mai simple activităţi de producţie s-au născut necesitatea de evaluare, oricît de grosolană, a mărimii obiectelor şi aceea de numărare a lor — fie ea oricît de imperfectă şi mărginită Şi într-adevăr, monumentele arheologice dovedesc incontestabil că omul a elaborat noţiunile primare de aritmetică şi de geometrie chiar în epoca de piatră Apariţia timpurie a noţiunilor matematice ne-o dovedesc şi limbile triburilor care au păstrat — datorită marii stabilităţi, proprie limbii — rămăşiţe ale terminologiei culturii primitive Astfel, de exemplu, la tribul indian de vînători abiponi din Ard:\Electronica\gentina, pe cale de dispariţie, călătorii au descoperit la începutul secolului trecut numerele 1 — initara şi 2 — inioaka Numărul 3, ei îl exprimau ca inioaka-initara, numărul 4 — degetele strud:\Electronica\ţului, 5 — degetele mîinii, 10 — degetele ambelor mîini, 20 — ded:\Electronica\getele mîinilor şi ale picioarelor Călătorii (printre ei au fost mulţi misionari), plecînd însă de la concepţia lor preconcepută asupra „sălbaticilor", ajungeau la concluzia că, din moment ce la aceste triburi nu există numerale mai mari de 2, ele nu ştiu să numere Astfel, s-a răspîndit în lited:\Electronica\ratura burgheză afirmaţia că germenii numărării ar fi apărut doar pe o treaptă relativ înaltă a culturii, afirmaţie tot atît de greşită ca şi cealaltă opusă, care atribuie capacitatea de a număra anid:\Electronica\malelor Sociologul francez Levy-Bruhl şi adepţii lui atribuie omului primitiv o gîndire „prelogică", „haotică", „comd:\Electronica\ 10 plexă" şi mistică, incapabilă să efectueze operaţii matematice, chiar cele mai simple Nu este greu de înţeles că asemenea raţiod:\Electronica\namente justificau în mod obiectiv relaţiile de colonizare faţă de „sălbatici" Primele numerale Explicaţia ştiinţifică, materialistă, a apad:\Electronica\riţiei matematicii porneşte de la examinarea condiţiilor social-economice în care au apărut şi s-au dezvoltat noţiunile matemad:\Electronica\tice, trecînd prin diferite stadii în diferite etape ale istoriei socied:\Electronica\tăţii „Pentru a număra e nevoie nu numai de obiecte care se pot număra, dar şi de capacitatea de a face abstracţie în considerarea acestor obiecte de toate celelalte însuşiri ale lor în afară de număr, iar această capacitate este rezultatul unei îndelungate dezvoltări istorice bazate pe experienţă" Urmele materiale ale muncii ne permit să ne facem o părere nu numai asupra culturii materiale primitive, ci şi asupra lumii spid:\Electronica\rituale a oamenilor primitivi Chiar cele mai simple unelte — ca toporul de piatră — nu au putut să apară fără gîndire Gîndirea omului primitiv a fost săracă, mărginită şi cuprindea un cerc îngust de obiecte si acţiuni; ea nu a fost abstractă şi cu atît mai mult fantastică In limbile trid:\Electronica\burilor care se află pe o treaptă inferioară a dezvoltării, vocabulad:\Electronica\rul este mărginit la noţiuni ce reflectă aproape exclusiv activid:\Electronica\tatea lor de producţie; el este extrem de bogat în denumiri cond:\Electronica\crete (de exemplu, a diferitelor specii de animale), însă nu cond:\Electronica\ţine termeni generali (de exemplu, „animal") Chiar atunci cînd omul primitiv a reuşit să acumuleze destul de multe informaţii ştiinţifice şi tehnice, cunoştinţele sale mated:\Electronica\matice au fost foarte mărginite în comparaţie cu acestea Omul primitiv avea rareori cu adevărat nevoie să numere, şi cu atît mai mult cantităţi mari De aceea, numărarea şi numerele se aflau în stare embrionară, ajungînd numai pînă la 2 sau pînă la 3; tot ce era mai mult decît atît, omul primitiv îşi reprezenta ca „mult" Această mărginire în noţiunile asupra numărului s-a manifestat în însăşi apariţia numeralelor Iniţial, omul a format doar numeralele „1" şi „2" care avea sens de „mult" Numeralul „2" avea o origine calitativă: el reprezenta o pereche naturală concretă oarecare, de exemplu mîini, picioare, ochi, aripi, rîndul superior şi inferior de dinţi etc Că numărul 2 ocupa odinioară un loc deosebit, putem constata după faptul că, într-o serie de limbi, alături de forma plural, s-a păstrat forma gramaticală binară (de exemplu, în limbile greacă, celtă, în limbile semitice, 11 în slava veche); de exemplu, în limba rusă se spunea 2, 3, 4 pytcu (genitiv singular de la cuvîntul pyna [mînă]), ceea ce reprezintă o rămăşiţă a formei binare, spre deosebire de 5, 6, pyn, unde substantivul este la forma plural (genitiv plural) în limba cehă se spune 4 ruky, însă 2 ruce Originea iniţială concretă a numerad:\Electronica\lului „2" în limbile semitice arată clar înrudirea cuvintelor „doi" şi „dinţi" (rîndul superior şi inferior de dinţi) —şinaim în limba egipteană antică a existat, iar în limbile unor triburi austrad:\Electronica\liene există încă, alături de forma binară, şi forma ternară Pe această treaptă de dezvoltare, numeralele au fost pur şi simplu adjective, formate de la denumirile obiectelor care se întîlneau totdeauna în anumite cantităţi Cu cît activitatea productivă a omului primitiv se complica şi se lărgea tot mai mult, cu atît mai des el era nevoit să numere şi cu atît mai mari erau cantităţile de numărat Astfel a apărut necesitatea de a lărgi din ce în ce mai mult domeniul numerelor La început, în acest scop, a servit o simplă repetare a numeralelor inferioare existente Pe această cale se exprima iniţial numărul multiplu în general, ceea ce s-a păstrat şi pînă astăzi în unele limbi Astfel, şi astăzi multe triburi australiene, de exemplu cele care locuiesc în golful Cooper, exprimă numeralele astfel : 1 — guna, 2 — barkula, 3 — barkulaguna, 4 — barkula-barkula în unele limbi, forma plural se formează prin simpla repetare, de exemplu în limba hindi: bhai—frate, bhai-bhai — fraţi în astfel de cazuri de exprimare a numeralelor şi în altele anad:\Electronica\loge, are loc o simplă repetare; nu există motive să vorbim despre „adunare", aşa cum o fac unii cercetători burghezi ai istoriei mated:\Electronica\maticii, înclinaţi spre o „modernizare" neistorică —substituire a noţiunilor iniţiale prin cele contemporane O necesitate mult mai mare în evaluări cantitative au impus-o formele de schimb, care au apărut mai tîrziu Schimbul cu prod:\Electronica\duse alimentare, cu obiecte de silex, iar apoi cu podoabe, cît timp a existat ginta matriarhală, cu forme embrionare de agriculd:\Electronica\tură şi de creştere a vitelor, a purtat mai întîi doar un caracter sporadic Mai tîrziu, cînd matriarhatul a fost înlocuit prin patriard:\Electronica\hat, în timpul păstoritului şi al agriculturii, s-a stabilit un schimb regulat între grupuri, atît între ginţi separate, cît şi între triburi Iniţial schimbul nu comporta încă tocmeala Numai treptat schimd:\Electronica\bul a început să se bazeze pe aprecierea valorii produselor schimd:\Electronica\bate 12 în aceste etape, care în trăsături generale pot fi urmărite, chiar la popoarele actuale aflate pe o treaptă inferioară de dezvoltare socială, compararea obiectelor pentru schimb a fost pur intuitivă şi se făcea prin simpla alăturare în şiruri a obiectelor, unul în faţa celuilalt Astfel, de exemplu, J Morgan descrie un procedeu de schimb cu ţipari şi rădăcini între două triburi australiene din sud-estul continentului Doi bărbaţi, de fiecare parte, aduceau ţipari şi rădăcini pe bucăţi lungi de scoarţă Apoi ei le transportau pe cap dintr-o parte în cealaltă, pînă cînd întreaga cantitate era schimbată Rămăşiţe ale acestui procedeu s-au păstrat şi la unele triburi africane, care se află pe o treaptă mult mai înaltă de civilizaţie decît australienii Aceste exemple arată că iniţial în timpul schimbului, cînd se comparau cantităţile schimbate, nu era numărată cantitatea acelor elemente, ci se stabilea, pe cale directă senzorială, o coresd:\Electronica\pondenţă biunivocă între aceste elemente (de exemplu, între ţipari şi rădăcini sau între pîini şi grupuri de cîte 5 beţe) Se înţelege că noţiunea de corespondenţă biunivocă ca atare nu era în acest caz sesizată A fost necesară o dezvoltare îndelungată a matemad:\Electronica\ticii şi întreaga capacitate de abstractizare a omului pentru ca noţiunea de corespondenţă biunivocă între două mulţimi (din punct de vedere istoric — una dintre primele noţiuni) să fie pusă, în timpul nostru, la baza definiţiei logice a numărului cardinal Numai după o dezvoltare ulterioară, care a durat zeci de mii de ani, s-a fixat o valoare de schimb mai mult sau mai puţin stabilă, dar şi în acest caz calitatea obiectelor schimbate, masa, dimensiunile, greutatea lor etc nu jucau încă un rol hotărîtor Astfel, de exemplu, în Iliada se indică următoarea relaţie: 1 tred:\Electronica\pied de aramă = 12 tauri == 3 sclave: „Repede Ahile mai scoate şi alte osebite cîştiguri Pentru al treilea joc, e vorba de-amarnica trîntă Dăruie, oricui va învinge un vas încercat de jeratic, Mare trepied, socotit după preţ ca de doispre'ce tauri, Pentru bărbatul învins, la mijloc aduce-o femeie Meşteră mare la lucru de mînă, în preţ ca de patru Boi preţuită; şi apoi sculîndu-se-aheilor zice:" Variaţia valorii în funcţie de calitate a devenit cunoscută şi mai tîrziu şi a contribuit în mod direct la progresul ulterior al numărării şi al ideii de număr Dar dacă apariţia şi dezvoltarea 13 numărării au lărgit posibilităţile de schimb, şi cerinţele schimbului au contribuit la dezvoltarea capacităţii de numărare a omului Dezvoltarea ulterioară a numerelor Necesitatea de a număra cantităţi mari, şi în special de a le ţine minte, a făcut ca procedeul vechi de numărare cu ajutorul repetării numeralelor inferioare să devină inaplicabil Numerelor superioare le-au fost date denud:\Electronica\miri speciale Apar astfel numeralele superioare Acest proces de formare de noi numerale continua pînă la o anumită limită, iar apoi se oprea Numărul maximal nu mai era 2 sau 3, ci 5, 6 sau 10, 12 şi chiar 20 Cantităţile situate dincolo de numărul maximal erau percepute ca indefinitul „mult"; la nevoie numărarea acestor cantităţi se făcea cu ajutorul repetării noilor numerale inferioare La unele popoare, acest proces s-a produs de două, uneori chiar de trei ori: la început numeralul cel mai mare a fost, de exemplu, 2, mai tîrziu 5 şi, în sfîrşit, 10 Rămîne de lămurit de unde se luau denumirile noilor numerale şi de ce anume era determinată limita numărării După cum s-a mai spus, omul primitiv, individualiza obiectele, dădea o denumire, de exemplu, fiecărui cap de vită De aceea şi numărul era perceput iniţial de către el ca o reprezentare directă a mulţimii, inseparabilă de alte reprezentări, în special spaţiale, de exemplu „pumn", „braţ", „grămadă" şi altele Aceasta ne-o arată limbile triburilor încă slab dezvoltate Dar şi într-o serie de limbi mai dezvoltate, cum sînt chineza, japoneza, persana şi altele, există cuvinte speciale, folosite la numărarea obiectelor în funcţie de clasa căreia îi aparţin aceste obiecte Astfel, în limba chineză între denumirea obiectului şi numeral se introduce tou —• cap pentru numărarea vitelor şi ca terminaţie a denumirii obiectelor rotunde; bi — mîner pentru instrumente ; jen — rădăd:\Electronica\cină pentru sfori, aţe, brîuri, curele; lin — pentru alice, picături, obiecte mărunte etc In limba rusă, de asemenea s-au păsd:\Electronica\trat cuvinte de numărare în alocuţiuni ca mecTfa AymH jţeTen (6 suflete de copii), nHTb inTVK hSjiok (5 bucăţi de mere), leTbipe Kycna caxapy (4 bucăţi de zahăr) ş a Aici se vede clar că, în timpul formării ei, noţiunea de număr, care a devenit apoi baza aritmeticii, nu numai că avea un caracter concret, dar nu putea fi separată de^ noţiunea de măsură care a stat mai tîrziu la baza geometriei In procesul dezvoltării ulted:\Electronica\rioare a matematicii, aceste noţiuni se diferenţiază tot mai mult şi în acelaşi timp, de fiecare dată în noua etapă superioară, se produce o unificare a lor 14 Caracterul concret al primelor reprezentări de mulţime numerică este confirmat şi de datele psihologiei copilului, deoarece în prod:\Electronica\cesul dezvoltării psihice a copilului, la fel ca şi în procesul dezd:\Electronica\voltării istorice a psihicului, se produce o trecere de la un psihic mai puţin dezvoltat la unul mai mult dezvoltat Din observaţiile asupra copiilor în primele luni din cel de-al doilea an de viaţă, rezultă că o mulţime numerică este percepută de ei în ansamblu ca un întreg, ca o reuniune constantă, dată de natură sau de practică Caracterul concret al primelor reprezentări de mulţime numed:\Electronica\rică arată clar că disputele asupra faptului dacă numărul era perceput la început ca număr ordinal (de exemplu, „al patrulea") sau ca număr cardinal (de exemplu, „patru") sînt scolastice Se ştie că elementele primare ale gîndirii pot fi cu acelaşi drept cond:\Electronica\siderate atît ca judecăţi, cît şi ca noţiuni Elementele primare ale limbii au fost în mod egal şi substantive, şi adjective, şi verbe Analog, şi reprezentările numerice primare au fost atît ordinale, cît şi cardinale Perceperea concretă a cantităţii numerice face parte încă din preistoria numărării Istoria propriu-zisă a numărării începe numai atunci cînd numărarea este însoţită de o manipulare mated:\Electronica\rială a separării, mutării, adăugării ş a m d , efectuată în mod concret cu obiectele înseşi Astfel, se ştie despre unele triburi din Africa de sud că cel care numără obiectele atinge fiecare dintre ele pe rînd cu degetele, începînd cu degetul mic al mîinii stîngi Analog procedează şi alte triburi în alte părţi ale lumii N N Mikluho-Maklai a descris un procedeu de numărare la locuitorii din Noua Guinee: „Papuaşul îndoaie degetele mîinii unul după altul, emiţînd un anumit sunet, de exemplu, be, be, be Ajungînd la 5, el spune ibon-be (mînă) Apoi el îndoaie degetele celeilalte mîini, repetînd din nou be, be pînă cînd ajunge la ibon-ali (două mîini) Apoi el merge mai departe murmurînd be, 6e pînă cînd ajunge la samba-be şi samba-ali (un picior, două picioare) Dacă trebuie să numere mai departe, papuaşul foloseşte mîinile şi picioarele unui alt ins" Fiecare numărare are astfel, la bază, o numărare mecanică, efectuată cu ajutorul extremităţilor degetelor şi al articulaţiilor Numărarea cu mîna a jucat în dezvoltarea numărării un rol tot atît de important ca şi descoperirea focului în dezvoltarea gened:\Electronica\rală a omului primitiv Degetele mîinilor şi picioarelor, care au servit iniţial doar pentru a indica şi a stabili o corespondenţă biunivocă în timpul 15 schimbului unui obiect pe un alt obiect, s-au transformat apoi în semne pentru a ţine minte cantitatea pusă deoparte — în „înlocuitorii" obiectelor numărate Astfel a fost deschisă calea pentru formarea şi a altor asemenea „înlocuitori" Cu timpul au început să se folosească pietricele, scoici, care erau puse în prod:\Electronica\cesul numărării deoparte în grămezi, sau crestăturile după număd:\Electronica\rul animalelor omorîte, sau nodurile pe o sfoară etc La triburile de vînători, acest procedeu de numărare a lăsat urme pînă în zilele noastre El s-a păstrat şi sub forma de jetoane, fişe, boabe (mătănii), precum şi de răboaje; nodul la batistă „pentru a ţine minte" este şi el moştenire a acestei epoci Numărarea pe degete, crearea unor „înlocuitori" senzorial-intui-tivi ai noţiunilor, a fost un prim exemplu, din punct de vedere istoric, de modelare a unor procese cu ajutorul altora, inclusiv modelarea operaţiilor logice Această idee — existentă, desigur, doar în germene în procedeul numărării pe degete şi în răboaje — a devenit mai tîrziu o metodă fertilă, care a contribuit la dezvoltarea ştiinţelor naturii In prezent, o dată cu crearea maşid:\Electronica\nilor electronice de calcul cu acţiune rapidă, care controlează şi dirijează pe cale automată, aceasta a devenit una dintre ideile fundamentale ale ciberneticii, aducînd o remarcabilă raţionalizare a muncii intelectuale, o adevărată revoluţie în tehnică Se ştie că o serie de limbi utilizează pentru denumirea unor numerale termeni asemănători cu aceia ai mîinii, piciorului ş a ; de exemplu, în limba rusă nflTb şi iihctb (pumn în limba slavă veche); lima în limba malaieză înseamnă în acelaşi timp şi mînă şi cinci etc Se ştie, de asemenea, că cele mai răspîndite sisteme de numeraţie sînt sistemele cu bazele 10 şi 5 Toate acestea au contribuit la formarea unei concepţii greşite, larg răspîndită, care identifică apariţia numărării pe degete cu apariţia noţiunid:\Electronica\lor cantitative în general După cum am văzut, însă, au fost neced:\Electronica\sare zeci de mii de ani pentru ca omul să se ridice de la primele noţiuni referitoare la cantitate pînă la numărarea pe degete O altă explicaţie greşită a originii numeralelor o propune teoria subiectiv-idealistă a lui Lippert Acesta afirmă că numed:\Electronica\ralele „unu", „doi", „trei" provin de la pronumele personale „eu", „tu", „el"; explicaţia ar fi că omul primitiv şi-ar fi concentrat toate gîndurile sale asupra lui însuşi, opunîndu-se pe sine ca „unitate" noţiunii indefinite de mulţime ş a m d Lipsa de fund:\Electronica\dament a acestei concepţii, care atribuie omului primitiv o înclid:\Electronica\naţie — improprie lui — de autoobservare, se vede şi din faptul 16 că în nici una dintre cele o mie de limbi cunoscute nouă nu se poate urmări pretinsa înrudire dintre numerale şi pronume Tot greşită este şi teoria „biologică" a lui Wundt , care afirmă că sistemele de numeraţie cu bazele 2, 4 sau 8 ar fi apărut ca rezultat al înmulţirii, atunci cînd tribul, răspîndindu-se pe o regiune mai întinsă, se împărţea în mod firesc în două părţi ce se deosebeau între ele prin totemul lor Or, necesitatea număd:\Electronica\rării exista deja de mult în sînul tribului; ea era determinată de posibilitatea de a face provizii şi de priceperea de a păstra produse, de existenţa producţiei pentru desfacere, a schimbului primitiv şi a unei cantităţi suficiente de produse de acelaşi tip, şi nicidecum nu era legată doar de împărţirea tribului, care a apărut — după cum se ştie — mult mai tîrziu In sfîrşit, Cajori „explică" deosebirile în sistemele de numeraţie la diferite popoare, pornind de la „teoria" pseudoştiinţifică a raselor „superioare" şi „inferioare" El declară că „sistemele cu baza 5 şi 20 se întîlnesc cel mai frecvent la rasele inferioare, în timp ce popoarele aflate pe o treaptă mai înaltă, de obicei, evitau primul dintre aceste sisteme ca fiind prea sărac, iar al doilea ca fiind prea greoi" După cum vom arăta mai ded:\Electronica\parte, această afirmaţie contrazice faptele istorice O dată cu dezvoltarea condiţiilor social-economice a crescut tot mai mult şi capacitatea de gîndire abstractă a omului Totd:\Electronica\odată, se pierdea treptat caracterul concret iniţial al numeralelor Cuvîntul care însemna pînă atunci atît obiectul concret, cît şi numeralul păstra acum numai cea de-a doua semnificaţie In acelaşi timp, diversitatea extremă în denumirile numeralelor, care a existat în economia primitivă, se ştergea treptat Ca rezuld:\Electronica\tat, denumirile numeralelor au devenit univoce (cu excepţia fenomenului amintit mai sus al cuvintelor de numărare şi a genurilor numeralelor după clase, nu se observă sinonime printre numerale); în limbile popoarelor etnic înrudite numeralele constid:\Electronica\tuie, de regulă, elementul cel mai net exprimat, comun acestor limbi (de exemplu, în limbile indo-europene) Astfel s-a stabilit, deşi foarte lent, în limitele tribului sau ale unei reuniuni de triburi, o anumită ordine printre numerale legate între ele, datorită existenţei în acest sistem a unui număr maximal Este vorba de numărul care a reprezentat iniţial limita numărării în general El însuşi, sau numărul ce urma, neavînd o denumire, sau fiind denumit „pulbere", „stele", era iniţial echivalent cu noţiunea de „mult" Această unitate superioară s-a transformat apoi în baza sistemului de numeraţie Numerele ce 2 —' Istoria matematicii în antichitate depăşeau această bază se exprimau cu ajutorul acesteia şi cu ajutorul numeralelor inferioare Aceasta se putea realiza în mai multe feluri In unele cazuri, de exemplu în limba franceză, pentru 17, 18, 19 se numea mai întîi baza, iar după ea numed:\Electronica\ralul inferior corespunzător (18-—dix-huit, adică „zece-opt") In alte cazuri, la început se numeau numeralele inferioare, iar apoi baza, aşa cum aceasta se întîmplâ şi în limba rusă: eoceMHadiţamb ■— din „opt spre zece"1 Cele două cazuri citate diferă nu numai prin ordinea succesiunii numeralelor (cea de-a doua ordine, cînd unitatea superioară precede pe cea inferioară este mai răspîn-ditâ), ci şi prin aceea că în primul caz numeralele se pun pur şi simplu unul lîngă altul, în timp ce în al doilea caz ele sînt legate prin conjuncţia „spre" (sau, de exemplu, în limba gerd:\Electronica\mană prin und ■— „şi") In toate aceste cazuri, cu ajutorul cuvind:\Electronica\telor se exprimau aici operaţii pe care omul le efectua pe deged:\Electronica\tele uneia sau ambelor mîini, uneori şi ale picioarelor De obicei, în timpul numărării pe degete, fiecare deget repred:\Electronica\zenta o unitate şi numărarea se făcea mai întîi pe degetele mîinii stîngi cu ajutorul degetelor mîinii drepte, şi numai după ce degetele mîinii stîngi erau epuizate, numărarea trecea la mîna dreaptă, unde ea începea cu degetul mare Astfel, de exemplu, cînd un zuluş vrea să exprime cifra 6, el spune tatizitupa, ceea ce înseamnă „a lua degetul mare al mîinii" Nu este greu să ghid:\Electronica\cim că cel în cauză a numărat toate degetele de la mîna stîngă şi a început acum cu degetul mare al mîinii drepte Pentru a comud:\Electronica\nica faptul că stăpînul său a cumpărat şapte bivoli, el spune u combile, adică „el a arătat" Aceasta înseamnă că în timpul numărării stăpînul a ajuns pînă la degetul arătător Deşi procedeul de numărare cu mîna — indicat aici ■— era predominant, existau totuşi popoare la care drept unităţi ale operaţiei de numărare au fost (şi chiar s-au păstrat parţial pînă astăzi) utilizate articulaţiile degetului Astfel, de exemplu, coroa-doşii din Brazilia numără din trei în-trei după numărul articulad:\Electronica\ţiilor de pe fiecare deget al mîinii stîngi (fără degetul mare), adică pînă la 12 Apoi fiecare deget al mîinii drepte (inclusiv degetul mare) înseamnă 12, datorită cărui fapt numărarea merge pînă la 60 în cazurile în care numărarea se făcea pe degetele întregi -— şi acest procedeu de numărare a fost cel mai răspîndit — limita temporară a numărării a fost, fireşte, numărul degetelor fie de Analog ca în limba romînă — JV T 18 la o singură mînă (uneori fără degetul mare), fie de la ambele mîini, iar uneori de la mîini şi de la picioare luate împreună în modul acesta, ca bază a numeraţiei deveneau cel mai frecvent numerele 5, 10 sau 20 şi mult mai rar 4 sau 9 Uneori, după terminarea numărării pe degetele mîinii stingi, se adăuga şi mîna întreagă; astfel a putut să apară sistemul cu baza 6 Nu este exclusa şi o altă posibilitate: s-ar putea ca acest sistem să provină din încrucişarea a două sisteme mai vechi cu bazele 2 şi 3, la fel cum sistemul cu baza 12 putea fi obţinut prin încrucişarea sisted:\Electronica\melor cu bazele 3 şi 4 Dacă după terminarea numărării pe degetele ambelor mîini se includea şi întreaga mînă (dreaptă), atunci apăreau sisteme cu baza 11, de exemplu, la locuitorii din Noua Zeelandă,în limba cărora există cuvinte pentru 11, II2 şi II3 şi unde 12 se exprimă ca „11 cu 1", 13 ca „11 cu 2", 22 ca „de două ori 11" etc însă sistemele cu baza 9 şi 11 se întîlnesc rar Se înţelege că sistemele de numeraţie cu biză mai mare au apărut mai tîrziu decît cele cu bază mai mică Datorită dezvold:\Electronica\tării legăturilor între diferite triburi, datorită dezvoltării schimd:\Electronica\bului dintre ele, denumirile numeralelor şi sistemele de numed:\Electronica\raţie s-au unificat S-a constatat că sistemele cu bază mai mică (cu baza 2 sau 5) sînt mai puţin utile decît sistemul zecimal, deoarece în ele chiar numere relativ mici se exprimă destul de greoi Pe de altă parte, şi sistemele cu bază mare, ca sistemul cu baza 20, n-au găsit o justificare în practică, deoarece ele neced:\Electronica\sitau memorarea unui mare număr de cuvinte — denumiri ale numerelor inferioare In modul acesta, în procesul selecţiei natud:\Electronica\rale, în marea majoritate a cazurilor a triumfat sistemul d'e numeraţie cu baza de mărime „mijlocie" — sistemul de numeraţie zecimal Aceasta înseamnă că răspîndirea mai mare a acestui sistem nu constituie de loc o mărturie că popoarele care îl folod:\Electronica\sesc aparţin rasei „superioare" Dimpotrivă, în limbile acestor popoare există dovezi că pe vremuri ele au folosit sisteme de numeraţie proprii doar aşa-numitelor rase „inferioare" Observăm, de asemenea, că deşi sistemul zecimal este mai comod decît sistemul cu baza 5 sau 20, el este inferior sisted:\Electronica\mului cu baza 12 Din punct de vedere pur matematic acesta din urmă este mai avantajos, deoarece baza sa (12) se împarte prin 3 şi 4 şi datorită acestui fapt este uşor de făcut operaţii cu împărd:\Electronica\ţirile frecvent întîlnite ale cercului şi timpului Sistemul cu baza 12 se întîlneşte la unele triburi din Africa centrală; o rămăd:\Electronica\şiţă a lui este numărarea în duzini, în duzini de duzini — grosse, 2* 19 duzini de grosse — masse, pentru lenjerie, veselă, mărfuri de papetărie In prezent, sistemul binar, complet incomod pentru viaţa de toate zilele, este folosit cu avantaje enorme în construcd:\Electronica\ţia maşinilor electronice de calcul cu acţiune rapidă Deşi scried:\Electronica\rea unui număr în sistemul binar necesită în medie de trei ori mai multe semne (0 şi 1) decît scrierea aceluiaşi număr cu ajutorul celor zece semne ale sistemului zecimal, acest neajuns este comd:\Electronica\pensat de faptul că maşina nu scrie semnele In maşină, cifrei 0 îi corespunde absenţa impulsului electric, iar cifrei 1 -— prezenţa lui, şi astfel numărul impulsurilor care se formează în tubul electronic se ridică la sute de mii pe secundă Prin reunirea sistemelor de numeraţie apăreau uneori sisteme mixte cu două baze, ca, de pildă, la unele triburi de indieni din America de nord — sistemul cu baza 5 şi 10 Urmele trecerii treptate de la sistemele de numeraţie cu bază mică la sistemele cu bază mai mare sînt vizibile şi în limbile popoarelor civilizate actuale Astfel, în limba rusă, o mărturie a faptului că numed:\Electronica\ralele „unu", „doi" au o origine mai veche este faptul că, spre deosebire de celelalte numerale care nu se schimbă după gen, primele au genul masculin, feminin şi neutru (în limba latină aceasta se referă şi la numeralul „trei"), adică sînt privite ca adjective Faptul că în limba rusă numeralul „40" (copoK) nu se formează prin analogie cu numeralele „30", „50" etc, ci se exprimă printr-un cuvînt aparte, arată că înainte în Rusia a fost răspîndită număd:\Electronica\rarea din patruzeci în patruzeci şi o reminiscenţă a acestui obicei s-a păstrat în numeralele actuale în adevăr, se ştie că sobolii (samurii) se vindeau cîte patruzeci, şi nenumăratele alocuţiuni ce s-au păstrat arată că copon („40"), fiind baza numeraţiei, era folosit totodată şi ca „număr maximal" în sensul unei mulţimi nedefinite în legătură cu faptul că la alte popoare slave nu există această particularitate legată de numeralul 40, precum şi din cauză că ea se întîlneşte în limbile unor popoare în contact cu ruşii, se presupune că sistemul de numeraţie cu baza 40 a pătruns în Rusia dinafară Alocuţiunile păstrste, care atribuie numărului 7 semnificaţia unei mulţimi nedefinite, de exemplu, CMepo odmeo ne Mcdym (şapte nu-1 aşteaptă pe unul), dovedesc (dacă ele nu sînt împrumutate) că şi numărul 7 era privit cîndva de către vechii slavi ca situat dincolo de limitele sistemului de numeraţie, probabil cu baza 6 Uneori, dar pe trepte mai înalte de dezvoltare, în sistemul de numeraţie, pentru formarea numeralelor ce depăşesc baza, se 20 folosea nu adăugarea, ci scăderea numerelor inferioare In nume-raţia rusă există şi această particularitate, deoarece numeralele 21, 30, , 80 se formează prin adunare, în timp ce 90 cu ajutorul scăderii Nu se spune deeanibdecum, ci deennocmo, adică „nouă (al nouălea zece) pînă la sută" In multe limbi uralo-altaice, de exemplu, „nouă" se înţelegea ca „unu din zece"; în limba latină 19 este unadeviginti, adică „unu din douăzeci" La fel în sanscrită şi greaca veche Dezvoltarea mai departe a sistemului de numeraţie este legată de reprezentarea lui cu ajutorul semd:\Electronica\nelor, în particularităţile scrisului Studiul răspîndirii geografice a diferitelor sisteme de numeraţie ne permite să descoperim unele legităţi Dacă ţinem seama de orînduirile social-economice ce domneau într-o regiune sau alta, atunci ipoteza că sistemele cu baza 5 au apărut în perioada mad:\Electronica\triarhatului, iar cele mai complexe — cu baza 10 si 20 — în perioada patriarhatului, devine mult mai probabilă Materialele arheologice, etnografice şi lingvistice nu ne dau însă, deocamdată, baze suficient de sigure pentru a lega diferite etape de dezvoltare a sistemelor de numerale, şi a noţiunii de număr în general, de perioade mai scurte de dezvoltare a societăţii Exprimarea grafică a numerelor încă pe treptele relativ timd:\Electronica\purii de dezvoltare a culturii primitive, filaturi de vorbirea sonoră, omul a folosit nu numai gesturile ce o însoţeau şi care exprimau în primul rînd emoţiile sale, ci a existat şi un limbaj sui-generis al semnalelor Prin semne pe nisip sau prin însemnări pe trund:\Electronica\chiurile şi ramurile copacilor, vînătorul care urmărea vînatul arăta semenilor săi direcţia Sunetul tobei, fumul focului şi altele transmiteau informaţii uneori pe distanţe foarte mari Un tomahawk1 ori o sfoară cu noduri pe care o aducea un vestid:\Electronica\tor dintr-un grup tribal în altul anunţa războiul, vînătoarea sau altele în toate aceste cazuri, de altfel ca şi în vorbirea orală, unde între expresia sonoră de „piatră" şi obiectul piatră nu există nici o asemănare, ideea se transmitea cu ajutorul semnelor cond:\Electronica\venţionale, al simbolurilor Obişnuinţa cu un astfel de „limbaj al simbolurilor" a provocat destul de timpuriu apariţia diferitelor procedee de înregistrare grafică a numerelor Fără aceasta nu se mai putea face faţă cerind:\Electronica\ţelor O dată cu dezvoltarea economiei, cu posibilitatea şi ned:\Electronica\cesitatea de a face rezerve, precum şi cu dezvoltarea schimbului, Securea de război a pieilor roşii — N R 21 trebuiau nu numai numărate, ci şi ţinute minte cantităţile număd:\Electronica\rate Iniţial, cel mai bun procedeu pentru a ţine minte numerele era număratul pe degete Să ne imaginăm omul primitiv Iată, el a numărat pînă la 6, adică pînă la degetul mare al mîinii drepte Pentru a memora acest număr, era suficient să ţină minte acest deget şi atunci el putea restabili totdeauna, repetînd numărarea pînă la acest deget, numărul numărat Insă degetele nu erau singurii „înlocuid:\Electronica\tori'" ai obiectelor numărate Crestături pe un băţ sau os, o legăd:\Electronica\tură de nuiele, o grămadă de pietricele sau scoici puteau repred:\Electronica\zenta numărul fiarelor ucise In 1937, în Cehoslovacia (satul Vestonice din Moravia), săpăd:\Electronica\turile arheologice au scos la iveală un os radius al unui lup tînăr, provenind din epoca paleolitică, avînd o lungime de 18 cm pe care sînt 55 de crestături adînci, paralele Primele 25 dintre ele sînt grupate cîte 5, după care şirul se termină cu o crestătură de două ori mai lungă decît celelalte Apoi, iarăşi printr-o crestăd:\Electronica\tură lungă începe un al doilea şir de 30 de crestături Acest docud:\Electronica\ment matematic — cele mai vechi înregistrări numerice ale omud:\Electronica\lui de peşteră — este un prototip al răbojului, al beţişoarelor de numărat care sînt larg folosite pînă astăzi de către triburile de vînători din extremul nord al Siberiei şi Americii Se înţelege că de la gruparea crestăturilor cîte 5 nu era greu de trecut la introd:\Electronica\ducerea unui semn special pentru 5, care, iniţial, a şi servit ca reprezentare acestor trăsături In alte cazuri, de exemplu, la incaşi (vechi popor cult din Peru), locul răbojului îl deţineau nişte şnururi colorate cu noduri (quipos) Din acestea se alcăd:\Electronica\tuiau în statul incaşilor colecţii întregi, corespunzătoare registred:\Electronica\lor noastre de contabilitate Un şnur roşu servea pentru număd:\Electronica\rarea ostaşilor, alb — pentru număratul argintului, verde — pentru număratul pîinii Nodurile aveau semnificaţia 1, 10, 100 şi 1 000 după gradul de complicare a lor Nu totdeauna este posibil să indicăm în mod sigur originea fiecărui semn numeric în parte La fel ca şi în problema originii denumirilor diferitelor numerale într-o limbă sau alta, ne aflăm aici în domeniul ipotezelor Astfel, de exemplu, se afirmă că cifra patru din limba arabă arba a provenit de la cuvîntul ce exprima noţiunea de „patruped" Ca dovadă a acestui fapt, se citează înrudirea acestui cuvînt cu verbul rabd' acare înseamnă „a paşte"' şi „a merge la trap" Puterea de convingere a acestor 22 t ipoteze depinde de certitud:\Electronica\dinea tezelor unei direcţii sau alta a lingvisticii comparate, care se află la baza lor; de aceea este destul de îndoielnică Nu toate sînt însă atît de incerte Putem, de exemplu, afirma cu certitudine că cifrele noastre 1, 2 şi 3, independent de căile istorice prin care ele au ajuns la noi (despre aceasta va fi vorba mai tîrziu), au apărut din scrierea prescurtad:\Electronica\tă a una, două şi trei trăsăd:\Electronica\turi Cifrele romane pentru aceleaşi numere reproduc trăd:\Electronica\săturile fără vreo schimbare Cunoaştem exemple ce arată o altă origine a cifrelor: prod:\Electronica\babil că cifra romană „cinci" a apărut prin simplificarea hieroglifei ce reprezenta mîna în sfîrşit, un exemplu de-al treilea fel de origine a cifrelor ni-1 dă cifra romană „100" (C), care reprezintă iniţiala numeralului latin centura Cele trei moduri de provenid:\Electronica\enţă a numeralelor — din înd:\Electronica\semnări, din hieroglife şi din litere (care, după cum se ştie, ele însele au apărut din hieroglife) —se întîlnesc la diferite popoare din diferite etape istorice Uneori, aşa cum arată exemplul cu cifre romane, în sistemul definitiv stabilit de notaţie a numed:\Electronica\relor sînt reprezentate toate cele trei moduri citate mai sus O hieroglifă care înseamnă un număr nu diferă prin nimic esenţial de o hieroglifă care înseamnă orice altă noţiune Semd:\Electronica\nele numerice au apărut în majoritatea cazurilor împreună cu o altă scriere hieroglifică, mai exact pe baza ei Aceasta înseamnă că ele sînt de o origine mai tîrzie decît acele cifre ce au provenit din însemnări Aproape la toate popoarele (în afară de chinezi), Fig 1 Oase cu crestături 23 scrierea hieroglifică iniţială, în care fiecare semn reprezenta o noţiune, a fost înlocuită în limbaj printr-o scriere pe sunete: silabică, ca în limba japoneză (folosită aici împreună cu hierod:\Electronica\glife), sau pe litere, ca în limba rusă Unii cercetători, de exemplu M Cantor, se miră că scrierea cifrelor a rămas hieroglifică —fied:\Electronica\care cifră înseamnă o noţiune întreagă Aceasta se explică însă foarte simplu prin faptul că hieroglifa — semn al numărului — serveşte nu numai pentru notaţia lui, ci este legată şi de operaţii asupra numerelor Pentru operaţiile matematice însă o hieroglifă scurtă, uşor vizibilă, este incomparabil mai folositoare decît cuvîntul scris cu litere Din aceeaşi cauză, în matematică, în dezvoltarea ei ulterioară, se observă chiar — după cum vom mai vedea — o tendinţă direct opusă dezvoltării celeilalte scrieri: dacă mai înainte operaţiile matematice se scriau prin cuvinte, mai tîrziu ele au început să fie notate prin simboluri speciale, în genul semnului de egalitate =, a semnului + pentru adud:\Electronica\nare etc Apariţia operaţiilor matematice Posibilitatea de a nota şi de a ţine minte numerele — fie cu ajutorul degetelor, al pietriced:\Electronica\lelor sau, cu atît mai mult, cu cel al scrierii — a contribuit extrem de mult la dezvoltarea gîndirii matematice în general şi a operaţiilor matematice, în special Nu este întîmplător faptul că cuvîntul latin calculare (a socoti), de unde îşi trage originea cuvîntul nostru „a calcula", provine de la calculus — pietricică, de la care mai provin: denumirea latină a varului (calcum) şi denumirea elementului chimic calciu Dar chiar însuşi cuvîntul „număr", după cum afirmă lingvistica comparată, este înrudit cu cuvîntul latin ciselare (a cizela, a grava) şi are cu acesta o origine comună de la „a face crestături, însemnări" însăşi operaţia de numărare reprezenta multă vreme o operad:\Electronica\ţie grea şi istovitoare Pînă astăzi unele popoare, aflate şi în prezent pe treptele inferioare de dezvoltare, fac numărarea numerelor mari astfel: un om marchează pe degetele ambelor mîini unităţile, al doilea — zecile, al treilea — sutele Timp de milenii, singurele operaţii matematice au fost adunad:\Electronica\rea şi scăderea (cînd descăzutul este mai mare decît scăzătorul) a unor numere mici Treptat, a apărut şi înmulţirea, la început ca dublare, ceea ce este clar indicat de matematica egipteană în care înmulţirea se reducea la o combinaţie între dublare şi adud:\Electronica\nare 24 înmulţirea, ca adunare repetată, dădea un rezultat echivalent cu cel al „rotaţiei" multiple, cu cel al produsului dintre lungime şi lăţime Nu este întîmplător faptul că la sumerieni drept măd:\Electronica\sură a ariei servea, alături de o bandă pătrată, şi o bandă dreptund:\Electronica\ghiulară avînd un cot în lungime şi un ţol în înălţime în modul acesta, apariţia înmulţirii a fost condiţionată de naşterea agrid:\Electronica\culturii şi era iniţial legată de reprezentările geometrice Aceste reprezentări geometrice îşi puneau amprenta şi pe noţiuni pur aritd:\Electronica\metice, de exemplu, „numerele pătratice", „numerele triunghiud:\Electronica\lare" şi altele Analog s-au petrecut lucrurile şi la egipteni şi bad:\Electronica\bilonieni; ultimii denumeau, de exemplu, produsul a-să, adică arie Autorii operelor matematice în limba arabă din evul mediu nud:\Electronica\mesc, de asemenea, produsul „suprafaţă" (sath), avînd în vedere un dreptunghi Mult mai tîrziu decît înmulţirea a apărut împărţirea Desigur noţiunea de 1/2 a apărut relativ timpuriu Ea nu a fost însă led:\Electronica\gată de numărul 2 Aceasta se poate verifica uşor: aproape în toate limbile, la fel ca şi în limba rusă1, cuvintele „jumătate" şi „doi" nu au rădăcină comună Faptul că împărţirea este o oped:\Electronica\raţie inversă înmulţirii s-a stabilit numai ca rezultat al unei îndelungate dezvoltări a gîndirii matematice 0 dată cu operaţia de împărţire au apărut şi sistemele de nud:\Electronica\meraţie care o foloseau alături de înmulţire şi adunare Astfel se face numărarea în limba daneză, unde pînă la 49 se foloseşte sistemul zecimal, iar mai departe sistemul cu baza 20, un număr impar de zece exprimîndu-se ca jumătate din numărul par vecin de 20 De exemplu, 20—tyve, 60—Irensindstyve (adică „de trei ori 20"), 50—halvtrensindstyve (adică „jumătate din al treilea 20") Ceva analog există şi în limba rusă, cînd se spune no imopa (adică noji emopa, „jumătatea numărului doi") Se spunea de asemenea t 11 nojimpembx — 2 — , nojmepmeepma = 3— , no înnma = 4 — etc Astăzi aceasta s-a păstrat în denumirile timpului De exemplu în expresiile noji emopoeo (ora unu şi 30 min), hoji mpemeeo (ora două şi 30 min) etc Din această perioadă mai tîrzie face parte şi apariţia noţiunii de fracţie—,— etc După cum se vede din cuvintele care ex-' 3 4 primă aceste noţiuni, ultimele, spre deosebire de — , erau deja led:\Electronica\ 1 Şi în limba romînă — N T 25 gate de noţiunile de numere întregi corespunzătoare 3 şi 4 Aparid:\Electronica\ţia operaţiei de împărţire şi a noţiunii de fracţie este strîns led:\Electronica\gată de procesul de măsurare, care s-a dezvoltat din necesităţile materiale ale societăţii deja apreciabil dezvoltată Apariţia noţiunilor geometrice Gînditorii idealişti afirmă, de obicei, că reprezentările şi noţiunile geometrice, fiind mai cond:\Electronica\crete decît noţiunile pur cantitative, ar fi apărut datorită faptului că noţiunea abstractă de număr, dată omului apriori (înaintea oricărei experienţe materiale), a început ulterior să fie aplicată pentru măsurarea mărimii In realitate, la fel ca şi noţiunea de număr şi o dată cu ea, cele* mai simple reprezentări geometrice au apărut din practica materială Condiţiile de producţie chiar ale celei mai primitive producţii, iar mai tîrziu şi ale schimbului, cereau măsurarea mărimilor spaţiale, în primele stadii, fie şi cea mai imprecisă Drept unităţi de măsură, foarte grosolane şi instad:\Electronica\bile, se foloseau frecvent unele părţi ale corpului uman Denumiri ca „cot", „talpă" (a piciorului), „stînjen" (ceea ce poate fi cuprins: distanţa dintre extremităţile degetelor mîinilor întinse lateral), „ţol"(în germană Daumen — degetul mare, lăţimea acestui ded:\Electronica\get), „picior" (în englezeşte este foot — picior, talpă) etc ne cond:\Electronica\ving cît se poate de bine de aceasta încă în epoca celei de-a doua perioade de glaciaţie omul fabrica unelte „geometrizate" — plăci de silex avînd forma unui triunghi, romb sau trapez Aceste forme regulate au apărut treptat, ca fiind cele mai potrivite, cele mai adaptate unui proces de muncă sau altul, efectuat de cuţitul de silex, răzuitor, topor ş a m d Dezvoltarea reprezentărilor geometrice a înaintat cu adevărat o dată cu naşterea olăritului şi a ţesutului, a tehnicii construcd:\Electronica\ţiilor, o dată cu apariţia artelor Rămăşiţe ale vaselor din epoca paleoliticâ, coşuri, vîrşe, plase şi ţesături ne conduc la convind:\Electronica\gerea că, la oamenii primitivi din această epocă, simţul geometric era deja puternic dezvoltat Ei îşi ornamentau produsele cu comd:\Electronica\binaţii complicate de triunghiuri, spirale dreptunghiulare reped:\Electronica\tate (meandre) ; cercuri, spirale Analizînd unele dintre aceste ornamente geometrice, recunoaştem în ele figuri stilizate de anid:\Electronica\male şi oameni; probabil că aceasta avea o legătură cu concepţia animistă asupra lumii, ce s-a născut în acea epocă S-ar părea curios că în ornamente găsim egalitatea, asemănarea şi simetria figurilor Doar sub formă abstractă, aceste noţiuni nu existau încă, desigur, la oamenii primitivi O asemenea construcţie armod:\Electronica\nioasă a figurilor nu era rezultatul raţionamentelor, ci o consed:\Electronica\ 26 cinţă a spiritului de imitare; aici s-ar putea să-şi fi exercitat influenţa repetarea mişcărilor ritmice ale activităţii de producţie (de exemplu, săpatul, semănatul şi altele), ale jocurilor, imitarea formelor variate ale naturii, ritmul net repetat al dansului In perioada mai tîrzie, în ornamentele geometrice au apărut şi raporturi numerice, de exemplu, sub forma împărţirii unui triunghi mare în triunghiuri mai mici sau sub forma umplerii unui triunghi cu cerculeţe, aşezate regulat pe rînduri Astfel sînt imprimate, de exemplu, „numerele triunghiulare" 1; 3=1+2; 6 = 1+2 + 3; 10 =1 + 2 + 3 + 4 etc, cărora li se atribuie un sens „magic" Transformarea numerelor în fetişuri a urmat aceeaşi cale cu cea descoperită de Marx pentru apariţia fetişismului în general — formă iniţială, din punct de vedere istoric, a credinţei relid:\Electronica\gioase Noţiunea de număr ■— rod al activităţii de abstractizare a creierului uman — a fost transformată apoi într-o esenţă de sine stătătoare, suprasenzorială Mai întîi omul a căpătat noţiunea de număr ca abstracţie a lucrurilor individuale Pe urmă a rupt numărul de lucruri şi 1-a opus acestor lucruri Şi cînd numărul a apărut în faţa lui ca o abstracţie lipsită de element senzorial, omul s-a mirat şi i-a atribuit capacitatea fantastică de a aduce fericire sau nefericire Istoriografia burgheză a matematicii cultivă „teorii" asupra provenienţei noţiunilor matematice din gîndirea „magică" şi asupra interpretării misticii ca motor al dezvoltării matematicii In realitate, fetişizarea noţiunilor matematice a apărut nu la originea lor, ci o dată cu apariţia schimbului Ea rămînea întotd:\Electronica\deauna un produs secundar al dezvoltării matematicii -— influenţa ei asupra acestei dezvoltări nu a jucat nici un rol hotărîtor Construcţia locuinţelor palustre în Europa de nord, a marilor locuinţe ale indienilor americani şi alte construcţii nu se puteau efectua fără cunoaşterea practică a germenilor de mecanică (stad:\Electronica\tică), fără priceperea de a duce drepte şi linii verticale, de a trasa drepte sub un unghi drept Aceste operaţii s-au efectuat cu ajutorul întinderii unor sfori: grecii antici chiar îi denumeau astfel pe geometrii egipteni: harpedonaptai ■—• întinzători de sfori Denumiri analoge existau şi în limbile asiriană şi arabă Cond:\Electronica\cepţia despre linia dreaptă este strîns legată şi de împletit, şi de ţesut, ceea ce ne indică, de exemplu, înrudirea cuvîntului linia (limba latină) cu denumirea inului (cuvîntul latin linum, care însemna şi fir de in, şi pînză, de unde linoleum) 27 Dar o influenţă deosebit de puternică asupra dezvoltării cond:\Electronica\cepţiilor geometrice a exercitat-o, atunci cînd a apărut, agriculd:\Electronica\tura Dacă tehnica olăritului, ţesutului, precum şi tehnica cond:\Electronica\strucţiilor cereau, în primul rînd, măsurarea lungimilor, pentru agricultură era necesară măsurarea ariilor şi a volumelor Erau măsurate ariile parcelelor de teren, capacitatea vaselor şi a hamd:\Electronica\barelor, volumul pâmîntului scos cu ocazia săpăturilor Ştim, din documentele cuneiforme ale sumerienilor şi babilonienilor, că unităţile de măsură ale ariei şi ale volumului au fost, în timpul apariţiei lor, strîns legate de necesităţile materiale ale socied:\Electronica\tăţii Se constata că hieroglifa noţiunii de „arie" este identică cu hieroglifa „cantitate de grăunţe" (necesară pentru semănat pe aria respectivă); hieroglifa noţiunii de „volum" ■— identică cu hieroglifa „grămadă de pămînt"* (scoasă în timpul lucrărilor de irigare) Măsura de volum rusă eedpo (căldare, baniţă) de asemed:\Electronica\nea arată caracterul practic concret al originii măsurilor spaţiale Astronomia primitivă şi importanţa ei pentru matematică Chiar triburile de nomazi crescători de vite, primitivi, aveau nevoie de orientare în timpul migraţiunii pe cîmpii întinse Astfel au început observaţiile lor asupra mişcării stelelor Schimbarea zilei şi a nopţii, precum şi a anotimpurilor a fost incontestabil observată încă de omul din epoca de piatră Ea le-a permis, datod:\Electronica\rită repetării (alternanţei) sale regulate, să prezică măcar aprod:\Electronica\ximativ apariţia timpului rece, nefavorabil, sau a timpului cald, favorabil E drept că, aşa cum arată observaţiile asupra locuid:\Electronica\torilor din pădurile tropicale, ei atribuie o importanţă relativ mică alternanţei zilei şi nopţii, care nu este bine sesizată acolo De aceea, nu putem fi de acord cu afirmaţiile după care deterd:\Electronica\minarea şi măsurarea timpului ar fi jucat un rol hotărîtor chiar în apariţia noţiunii de număr Influenţa lor s-a manifestat abia pe treptele mai înalte ale dezvoltării sociale O dată cu trecerea la agricultură, germenii cunoştinţelor despre mişcarea aparentă a Soarelui, a Lunii şi a stelelor au devenit necesari pentru prograd:\Electronica\marea lucrărilor de cîmp Astfel, încă în epoca primitivă a păsto-ritului, a apărut calendarul lunar Dezvoltarea schimbului, şi în legătură cu aceasta şi a navigaţiei, a dus la o perfecţionare mai departe a cunoştinţelor astronomice, extrem de importante pentru orientarea pe mare Cunoştinţele astronomice nu sînt însă de imaginat fără dezvold:\Electronica\tarea cunoştinţelor matematice Observarea bolţii cereşti, la început întîmplătoare, iar ulterior tot mai sistematică, a dus la 28 cunoaşterea proprietăţilor sferei, cercului şi a direcţiilor unghiud:\Electronica\lare E drept că cercul, sub forma discului olarului şi a roţii de căruţă, a fost cunoscut şi mai înainte de multe popoare înţeled:\Electronica\gerea astronomică a cercului însă, ca o linie imaginară, împărd:\Electronica\ţită apoi în părţi egale, în care au fost trasate coarde etc, a fost incontestabil mai profundă 0 dată cu naşterea astronomiei, noţiunile geometrice s-au extins asupra întregului spaţiu tridid:\Electronica\mensional, în timp ce înainte, dacă facem abstracţie de măsud:\Electronica\rarea volumelor celor mai simple, ele se mărgineau în esenţă numai la plan (bidimensional) In modul acesta s-a încheiat prima perioadă de dezvoltare a matematicii legată de societatea primitivă fără clase — perioada de apariţie a noţiunilor ei fundamentale, cele mai simple Apad:\Electronica\riţia şi dezvoltarea matematicii în acest stadiu iniţial au fost confirmate pe deplin de teza expusă de Engels în Anti-Duhring: „Ca şi toate celelalte ştiinţe, matematica s-a născut din necesid:\Electronica\tăţile practice ale oamenilor: din măsurarea loturilor de pămînt si a capacităţii vaselor, din calcularea timpului si din mecanică" CAPITOLUL II MATEMATICA ÎN SOCIETATEA SCLAVAGISTĂ PREMERGĂTOARE VECHILOR GRECI Societatea sclavagistă timpurie începînd cu mileniul al Vl-lea î e n pe o regiune enorma, din Egipt (în apus) pînă în China (în răsărit), avea loc treptat descompunerea orînduirii comunei primitive O dată cu trecerea de la uneltele de piatră la uneltele de aramă şi bronz, iar apoi la uneltele de fier, o dată cu perfecd:\Electronica\ţionarea agriculturii, s-au separat de la aceasta din urmă meşted:\Electronica\şugurile ca o ocupaţie de sine stătătoare A apărut proprietatea particulară asupra mijloacelor de producţie, a început formarea societăţii împărţită în clase Din mileniul al IV-lea î e n în Egipt şi în Mesopotamia, în China şi în India, iar mai tîrziu în Transcaucazia şi în Asia Mică, s-au format şi s-au dezvoltat ţările sclavagiste despotice Un proces analog, deşi mult mai tîrziu, s-a produs şi în emisfera occidentală, la triburile indiene maya, incaşi şi azteci Această formă nouă, mai evoluată, a societăţii s-a născut în condiţii climatice favorabile, cel mai adesea pe malurile marilor fluvii, unde terenul fertil dădea o recoltă bogată Aceste oaze enorme, cuprinse între munţi şi deserturi, nu se puteau extinde Revărsările periodice ale fluviilor distrugeau rezultatele muncii De aceea, aici s-au dezvoltat larg construcţia digurilor şi a canad:\Electronica\lelor, asanarea mlaştinilor, construcţia rezervoarelor de apă Mai tîrziu, cînd pămîntul a devenit proprietate particulară, cond:\Electronica\ducerea lucrărilor de irigare, la fel ca şi controlul aprovizionării cu apă, era concentrată în mîinile organelor de conducere locală sau de stat Simultan cu dezvoltarea meşteşugurilor şi a comerţului se întemeiau oraşe ce se distingeau printr-o remarcabilă dezvoltare a tehnicii construcţiilor, în special a fortăreţelor, a palatelor şi a templelor Nen-umăratele războaie au dus la crearea tehnicii militare 30 Baza economică a societăţii sclavagiste din această epocă o constituia economia naturală a obştilor săteşti, exploatate de proprietarii de sclavi, conducători militari, preoţi Totodată, oraşele s-au transformat în centre ale comerţului, care se făcea atît prin caravane, cît şi prin căile maritime întreagă această activitate complexă de producţie, economică şi tehnică, necesita o mare cantitate de cunoştinţe multilaterale Ele au fost concentrate la un grup special de oameni, funcţionari, cunoscători ai calendarului şi ai agrimensurii, ai bazelor tehnicii construcţiilor şi metalurgiei, ai medicinei şi ai strîngerii impozid:\Electronica\telor, în unele dintre societăţile sclavagiste din Orient, această latură a activităţii administrative de stat se afla în mîinile slud:\Electronica\jitorilor cultului Din casta conducătorilor făceau parte şi scribii, care, în afară de efectuarea a tot felul de evidenţe, mai aveau drept obligaţie pregătirea şi instruirea succesorilor lor Războaiele permanente duceau la faptul că ţările care apăreau în urma învingerii diferitelor principate se descompuneau Valod:\Electronica\rile culturale, acumulate timp de secole, piereau Pe ruinele ţărilor învinse apăreau apoi altele noi Cu toate aceste schimbări, ce alternau de nenumărate ori de-a lungul mileniilor, baza agricolă a societăţii se schimba foarte lent Forţa producătoare de bază a societăţii ■— sclavii şi ţăranii sclavi — nu era interesată în ridicarea productivităţii muncii De aceea, progresul cultural se producea aici aproape neobservat, ştiinţa şi tehnica cunoscînd lungi perioade de stagnare Conservatorismul culturii societăţii sclavagiste timpurii se întărea în special acolo unde puterea preoţilor se contopea cu puterea de stat Acelaşi conservatorism a fost cauza datorită căreia, cu toată larga dezvoltare a comerţului între diferitele popoare care populau teritoriul imens, ce se întindea de la Nil pînă la Ianţzî-Tzian, cultura fiecăruia dintre ele diferea mai pronunţat de cultura altor popoare aflate pe treptele mai evod:\Electronica\luate ale istoriei Matematica societăţii sclavagiste timpurii Condiţiile econod:\Electronica\mice şi politice ale societăţii sclavagiste au determinat şi caracd:\Electronica\terul matematicii ce se dezvolta în această societate Aici ea era, în primul rînd, o ştiinţă practică, creată pentru efectuarea calcud:\Electronica\lelor şi a măsurătorilor, pentru satisfacerea necesităţilor econod:\Electronica\mice ale statului Numai prin aceasta se poate explica caracterul, în esenţă empiric, al matematicii Propoziţiunile matematice au fost în cea mai mare parte obţinute prin încercări, prin dibuiri 31 Cunoştinţele matematice erau expuse de preferinţă sub forma unor probleme concrete şi nu sub forma unor reguli generale Expunerea avea un caracter dogmatic: problemele pe care le-am fi numit tipice trebuiau reţinute; rar se dădea o explicaţie care ar fi putut reprezenta un fel de demonstraţie în germene Dar caracterul dogmatic al matematicii din această epocă era determinat într-un grad şi mai mare de modul de gîndire bazat pe principiul autorităţii, inerent acestei societăţi, caracterizată prin predominarea puterii personale, avînd la baza sa o econod:\Electronica\mie numită, de Marx şi Engels, metoda asiatică de producţie In această societate, unde voinţa despotului era considerată lege, nu exista loc pentru gîndirea care să meargă pînă la cauzele şi fundad:\Electronica\mentele fenomenelor şi, cu atît mai puţin, pentru o discuţie liberă Datorită însă faptului că, în decurs de secole, o castă deosebită se ocupa în mod special cu calcule şi măsurători, aplicîndu-le nu numai practic în scopuri tehnice şi economice, ci şi învăţînd pe începători — matematica a început să îmbrace contururile unei ştiinţe abstracte In locul vechilor denumiri ale numerelor, obiectul studiului l-au constituit apoi numerele abstracte Au început să fie sesizate regulile generale ale operaţiilor Ulterior, alături de regulile aritmetice stabilite, s-au născut procedeele generale de rezolvare a problemelor de un tip determinat Deşi nu se foloseau formule, aşa cum se face acum, procedeele utilizate conţineau şi unii germeni ai algebrei Analog, din problemele concrete de măsurătoare au apărut treptat germenii geometriei teoretice Izvoarele istorice Studiul istoriei matematicii din această epocă sclavagistă se bazează, spre deosebire de istoria matematicii din societatea comunei primitive, pe studiul monumentelor scrise Caracterul stagnant al întregii culturi din această epocă pune însă în faţa istoricilor probleme foarte dificile De multe ori este greu sau chiar imposibil de stabilit timpul cînd s-a făcut o descoperire sau alta, deoarece un procedeu o dată stabilit se transmitea prin tradiţie, neschimbat, timp de veacuri, iar uneori si milenii; documentele sînt de cele mai multe ori fără dată şi datele de apariţie nu pot fi determinate decît pe cale indirectă Descoperirile făcute în comunităţile închise puteau rămîne ned:\Electronica\cunoscute în afara limitelor lor şi se pierdeau pentru totdeauna în timpul războaielor pustiitoare Neomogenitatea şi incompletitudinea cunoştinţelor noastre asud:\Electronica\pra matematicii diferitelor popoare evoluate din acea epocă 32 depind, în mare măsură, de calitatea şi cantitatea monumentelor scrise ce s-au păstrat în Mesopotamia, scrierea fiind aplicată pe plăci de argilă, care apoi erau arse, monumentele scrise au suprad:\Electronica\vieţuit timp de milenii în Egipt, unde se scria pe papirus, acesta, fără a fi atît de rezistent, s-a conservat relativ bine într-o climă uscată în India însă şi în China se scria pe scoarţă de copac şi pe bambus (hîrtia a fost descoperită de chinezi abia în secolul al II-lea e n ) — materiale uşor perisabile Aceasta a dus la faptul că principalele noastre cunoştinţe se referă la matematica egipd:\Electronica\teană şi în special la matematica din Mesopotamia, în timp ce matematica Chinei şi a Indiei antice este studiată mult mai puţin în ceea ce priveşte matematica perioadei sclavagiste timd:\Electronica\purii a popoarelor din Orientul Apropiat, la fel ca şi a popoarelor americane precolumbiene maya, incaşi şi azteci, informaţiile noastre sînt şi mai incomplete Matematica egipteană Colosalele morminte regale — piramid:\Electronica\dele — construite în perioada Vechiului Imperiu (aproximativ 3600—2700 î e n ), sînt nu numai martori materiali ai puterii despotice a faraonilor, ci ele ne întăresc ideea că încă în acea perioadă cunoştinţele matematice ale egiptenilor trebuiau să se găsească pe un nivel foarte înalt Construcţia unor asemenea pirad:\Electronica\mide necesita o mare măiestrie în efectuarea calculelor aritmetice cu numere mari şi a măsurătorilor geometrice simple Aceleaşi cunoştinţe erau necesare şi conducătorilor canalelor construite de puterea regilor, ai digurilor şi ai bazinelor de apă, erau necesare contabililor moşiilor regale şi ale templelor Letopiseţele ne cod:\Electronica\munică date despre socoteli legate de proprietatea funciară, de vie, oameni şi aur, efectuate periodic pe întreaga ţară, începînd cu primele dinastii, pe baza căreia se stabileau impozitele adunate în vistieria regelui în sfîrşit, nu se putea lipsi de cunoştinţe matematice nici astronomia: „necesitatea de a calcula perioadele de revărsare a Nilului a dat naştere astronomiei egiptene şi, o dată cu ea, stăpî-nirii castei preoţilor ca îndrumătoare a agriculturii" — a scris Marx Necesitatea calendarului pe care egiptenii l-au folosit încă în mileniul al IV-lca î e n a exercitat, de asemenea, o serioasă influenţă asupra dezvoltării matematicii egiptene în perioada Vechiului Imperiu, cunoştinţele matematice ale egiptenilor se aflau la o înălţime apreciabilă S-a păstrat numele legendarului arhitect şi matematician Imhotep, primul nume în 3 — Istoria matematicii în antichitate istoria matematicii Din această perioadă s-au păstrat însă numai însemnări ce nu conţin nici un fel de date matematice, în afară de notarea unor numere sau a unor măsuri Aceasta ne permite să stabilim numai forma semnelor numerice şi sistemul de numed:\Electronica\raţie la egipteni, precum şi informaţii asupra unităţilor de măsură folosite Sistemul de numeraţie la egipteni Egiptenii antici aveau un sistem de numeraţie zecimal şi existau semne numerice distincte începînd cu unu, pentru puterile lui 10 pînă la IO7 Unitatea se scria ca | (imaginea unui băţ de măsurat), zece f\ (hierod:\Electronica\glifa ce reprezenta „piedici" pentru împiedicarea vacilor, sau un „val"), o sută ^ („sfoară de măsurat" ce servea pentru măsurat cîmpuri şi se' împărţea în o sută de coturi), o mie ][ („floare de lotus"), zece mii |J („degetul arătător"), o sută de mii^^^J („mormoloc"), un milion ^ („om mirat"), zece milioane („Soare") Repetînd aceste semne şi punîndu-le unul lîngă altul, egiptenii exprimau toate celelalte numere Ei scriau de la dreapta la stînga şi în acelaşi sens scriau şi numerele începînd cu ordinele inferioare Semnele de acelaşi fel se reuneau în grupuri, conţinînd cel mult patru semne Astfel, de exemplu, numărul 15 377 se scria astfel: i 2111 i ee n care erau notate cu hieroglifa ră , ce avea iniţial valoarea 1 lui — — hekala (măsura fundamentală a capacităţii—aproxima tiv 4,5 l), sub care se punea un semn ce exprima numitorul De exemplu, — se scria astfel: (\ o dală cu trecerea la scrierea 10 hieratică în locul hieroglifei ră se scria pur şi simplu un 1 * punct, astfel încît — se scria astfel A r 10 '» Necesitatea întocmirii calendarului a exercitat de asemenea 0 influenţă asupra dezvoltării ulterioare a calculului cu fracţii Egiptenii împărţeau anul în 12 luni de cîte 30 zile şi adăugau, după scurgerea lor, 5 zile suplimentare Zilele lunii se numărau ca fracţiuni ale sale, iar această numărare se extindea apoi şi 1 la alte cazuri Astfel ziua 1 se considera —din lună, a treia ■—- 30 1 , 2 """ ' "~ ' • ' '\ • 4 «'•' ■ "i'™*! —, a 20-a ; prin urmare, ziua a 24-a, adică — din lună, 10 3 5 112 se reprezenta prin suma 1 -1 din lună, iar apoi în general 4 11,2 — ca \ -• 5 30 10 3 37 Avînd astfel fracţiile alicvote şi fracţia —, egiptenii efectuau împărţirea numerelor întregi folosind schema de mai sus a înju- mătăţirii Pentru aceasta ei aveau însă nevoie să reprezinte jf ' " •* , ■'' încă o fracţie de forma—•, ca sumă a fracţiilor alicvote Dacă n n 2 era număr par, atunci — era înlocuită prin fracţia [simplificată n Pentru n impar, au fost alcătuite tabele speciale Un astfel de tabel există în papirusul de la Londra pentru toţi n impari, începînd cu n = 3 şi terminînd cu n = 101 Astfel, de exemplu, — se descompunea în — 4- —- > iar — ca 3 '2 6 101 1111 1 -1 1 Toate tabelele sau fragmente de tabele 101 202 303 606 care apar în papirusul de la Moscova şi în diferitele alte papirud:\Electronica\suri dau aceleaşi descompuneri, de unde se vede că numai acestea o erau folosite Descompunerea fracţiei •—în fracţii alicvote se n poate însă realiza pe mai multe căi diferite de procedeul „stand:\Electronica\dard" dat în tabele Problema, de ce egiptenii au ales această descompunere şi în ce fel au alcătuit tabelele lor, nu se poate considera deocamdată definitiv rezolvată Să dăm un exemplu de cum se făcea împărţirea cu ajutorul 2 tabelului descompunerilor fracţiilor—în fracţii alicvote Pentru n a împărţi, de exemplu, 28 cu 5, egiptenii începeau să construd:\Electronica\iască, ca şi mai înainte, tabelul: /l 5 2 10 /4 20, unde constatau că 5 + 20 = 25 nu este însă egal cu deîmpăr-ţitul 28 (28—25 = 3), prin urmare şi în coloana din stîngă 1 + 4=5 nu dă încă cîtul complet Atunci ei continuau să completeze tabelul, dar în loc de a dubla mai departe numerele din coloana dreaptă (ceea ce ar fi inutil), ei formau în coloana stîngă mai 1 2 întîi '— > iar apoi prin dublare — , pentru care în tabelul des- 38 compunerilor fracţiilor — găsim expresia în fracţiile alicvote n 11 ' — l ■—, adică ei continuau tabelul astfel: 3 T 15 I 1 /- 2 5 Adunînd toate numerele marcate din coloana stîngă (unde în 2 1 1 ^ 111 locul lui —se scria — -L— , obţineau cîtul 5 A -1 -1 - 5 3 15j 5 3 15 Observăm încă o particularitate: folosirea unor numere auxi- 2 liare scrise cu tuş roşu Dacă, de exemplu, trebuia luat 1 — din 1 —, egiptenii scriau: 5 • 2 -i 1 — (cu tuş negru), 3 2 (numere ajutătoare scrise cu tuş roşu), ~ A • 2 , » ceea ce însemna ca 1 conţine trei treimi, iar-—conţine doua tre- 3 imi, prin urmare 1— conţine cinci treimi care trebuie luate r 3 II 1 din—, ceea ce dă—• Probleme de aritmetică Problemele conţinute în papirusul de la Londra sînt grupate în trei „cărţi" Prima carte conţine probleme de aritmetică; în a doua întîlnim probleme de arii şi volume, iar în a treia sînt adunate diferite, probleme cu caracter economic aplicativ In papirusul matematic de la Moscova, problemele nu sînt ordonate în mod sistematic Unele dintre ele sînt asemănătoare cu problemele din papirusul londonez, însă printre ele se disting trei probleme diferite de cele amintite Acestea sînt: calculul unei părţi de vas (care nu este încă complet descifrată, deoarece textul este deteriorat), calculul volumului unui trunchi de pirad:\Electronica\ 39 midă şi, în sfîrşit, determinarea ariei, fie a unei emisfere, fie a unui semicilindru (nu s-a stabilit definitiv ce anume suprafaţă) Să facem cunoştinţă mai întîi cu problemele de aritmetică în care apare aşa-numitul „calcul al grămezii", oprindu-ne la un exemplu concret Dacă îl vom scrie în notaţiile actuale, obţinem o ecuaţie liniară cu o necunoscută: x + — x = 19 7 Egiptenii nu aveau, desigur, noţiunea de „ecuaţie" în sensul nostru Dar ei căutau totuşi să determine valoarea necunoscutei denumită: „grămada", expunînd problema în cuvinte Ei rezold:\Electronica\vau problema pe două căi: fie prin împărţire directă a lui 19 cu 1 -f- —, fie printr-un procedeu care a căpătat ulterior denumid:\Electronica\rea de regula falşi (regula falsei ipoteze) Ea consta în urmăd:\Electronica\toarele: să presupunem că se cere să se rezolve ecuaţia (în notad:\Electronica\ţia actuală): iEi + E*+E±+ +E?) x = r Ul ti 13 In) Mai întîi se ia ca soluţie expresia Substituind în locul lui x această valoare, se obţine, în general, desigur nu r, ci rx Pentru a obţine rezultatul corect, trebuie înmulţită „valoarea falsă" iniţială xx cu raportul — , adică r x — — • In exemplul dat (problema 24 din papirusul de la Londra), matematicianul egiptean a luat ca soluţie „falsă" iniţială numă- 1 rul 7 ca cel mai potrivit pentru înmulţire cu 1 + — Printre problemele de aritmetică întîlnim şi probleme referid:\Electronica\toare la progresii aritmetice şi geometrice (exprimîndu-ne în terd:\Electronica\minologia actuală) în problemele de primul tip se cere să se disd:\Electronica\tribuie o cantitate dată, de exemplu, de grăunţe sau pîini, între un număr dat de persoane astfel „ca diferenţa dintre fiecare om şi vecinul lui" să fie egală cu o mărime dată 40 Ultima problemă era formulată ca o problemă distractivă: „opisul inventarului gospodăriei": „7 case, 7 pisici, 7 şoareci, 7 spice de orz, 7 măsuri de grăunţe: cîte în total?", adică în fied:\Electronica\care casă există 7 pisici, fiecare pisică mănîncă 7 şoareci, fiecare şoarece — 7 spice, fiecare spic fiind semănat ar da 7 măsuri de grăunţe; se cere să se găsească suma: 7 -f- 72 -f- 73 -f- 7* + 75 Probleme de geometrie Una dintre cele mai remarcabile prod:\Electronica\bleme egiptene este problema 14 din papirusul de la Moscova, relativ la calculul volumului uimi trunchi de piramidă „Modul de calcul al piramidei fără vîrf; dacă ţi se dă o piramidă fără vîrf de 6 [coţuri] în înălţime, 4 [coturi] pe latura inferioară şi 2 pe latura superioară; calculează cu acest 4 ridicînd la pătrat, se obţine 16; dublează pe 4, se obţine 8; calculează cu acest 2, ridicînd la pătrat, se obţine 4 ; adună împreună aceşti 16 cu aceşti 8 şi cu aceşti 4 , se obţine 28 Calculează —din 6, se obţine 2; calculează 28 de două ori, se obţine 56 ; vezi: ea va fi 56 Ai găsit corect" (în original nu există, desigur, semne de punctuaţie; trunchiul de piramidă este reprezentat sub forma unui mic trapez, iar operaţia de „ridicare la pătrat" este dată prin hieroglifa „a trece lîngă", aşa cum se obişnuia în matemad:\Electronica\tica egipteană; originea acestei notaţii nu este elucidată) Papirusul conţine, alături de textul citat, şi o figură cu o schemă de calcul, pe care le reproducem aici Astfel, calculul se face după acelaşi procedeu pe care-1 urmăm aplicînd formula: v = -L A («2 + ab + b*) 3 Este posibil ca egiptenii să fi cunoscut faptul că un triunghi cu laturile 3, 4, 5 este dreptunghic In acest caz, cu ajutorul unei sfori divizate prin noduri în 12=3+4+5 părţi, ei puteau construi un unghi drept Un alt triunghi dreptunghic cu laturi întregi 20, 21, 29 le putea permite să obţină nu numai un unghi drept, ci dintr-o dată şi un triunghi dreptunghi care la prima vedere pare a fi isoscel Van der Waerden consideră incertă afirmaţia referitoare la cunoştinţele egiptenilor privind triund:\Electronica\ghiurile dreptunghice cu laturi întregi Ei calculau corect aria triunghiului şi a trapezului, volumul cubului, paralelipipedului şi cilindrului circular Aria unui cerc ei o considerau egală cu 41 aria unui pătrat eu latura egală cu — din diametrul cercului De aici se obţine tc = —- = 3,16; adică eroarea comisă era 81 de 0,63% Nivelul general al matematicii egiptene Ar fi însă greşit să se considere, aşa cum o fac unii istorici ai matematicii, că cunoşd:\Electronica\tinţele egiptenilor s-ar fi mărginit la ceea ce este conţinut în papirusurile matematice pe care le posedăm Aceste papirusuri reprezintă îndreptare elementare pentru şcoli Deoarece însă învăţarea se reducea la învăţarea pe de rost, este firesc că în ele erau expuse numai prescripţii de-a gata şi nu căile prin care aceste prescripţii au fost descoperite Este incontestabil că, deşi egiptenii au descoperit multe reguli pe cale empirică, la unele din ele ei au ajuns printr-un raţionament abstract Este de ased:\Electronica\menea clar că, în matematica lor, se întrezărea şi un interes teoretic Căci procedeul corect pentru calculul volumului unui trunchi de piramidă nu se putea obţine pe cale pur empirică, pentru aceasta erau necesare şi consideraţii teoretice Mai departe, probleme privind progresiile aritmetice şi geometrice nu se în-tîlneau desigur sub această formă în practică, ci au fost imad:\Electronica\ginate pentru a servi ca exerciţii In sfîrşit, deşi la vechii egipd:\Electronica\teni nu existau formule algebrice, ei au elaborat unele tipuri de procedee generale pentru rezolvarea problemelor tir Aceste procedee pot fi privite pe drept cuvînt ca germenii metodei algebrice In perioada Noului Imperiu, plin de răscoale şi războaie, matematica egipteană nu putea să progreseze Este însă pe deplin posibil ca în această epocă să se fi schimbat orientarea ei; read:\Electronica\lizările acestei epoci trebuie căutate în lucrările de astronomie care conţin tabele trigonometrice în germeni Oricum ar fi, luată în ansamblu, de-a lungul întregii sale dezvoltări multimilenare, matematica egiptenilor, la fel ca şi întreaga cultură egipteană, a exercitat o puternică influenţă asupra ştiinţei ţărilor cu care Egipd:\Electronica\tul antic se găsea în relaţii, în special asupra matematicii greceşti Asemănarea diferitelor metode şi chiar a problemelor mated:\Electronica\maticii egiptene şi a matematicii babiloniene face foarte prod:\Electronica\babilă ipoteza unor schimburi ştiinţifice; lipsa unor materiale istorice şi studiul insuficient al celor existente însă nu ne permit deocamdată să avem certitudinea deplină a acestei afirmaţii 42 I I I |H 111 m IIIIA I I I I l™Q III n II i I I «■i 11 in © ©im in«o 8 5 111 in nun uni MII 14* I III I I I —rri e an " Fig 2 Transcrierea hieroglifică a două coloane din papirusul din Moscova, efectuată de I I Perepiolkin Textul hieroglific se citeşte de la dreapta la stînga Lungimea laturii superioare 2 cu pătratul ei 4 este scrisă deasupra figurii, lungimea inferioară 4 sub figură, înălţimea 6 şi volumul 56 — în interiorul figurii, iar înmulţirea lui 28 cu 2 — în stînga figurii Matematica în Mesopotamia antică Condiţiile sociale în mileniul al IV-lea î e n pe şesul întins dintre Tigru şi Eufrat au apărut ţările sclavagiste: Sumerul la sud şi Akkadul la nord Agricultura, bazată în special pe irigarea artificială şi pe folod:\Electronica\sirea plugului şi a semănătoarei, marile oraşe cu templele lor în trepte, construite din cărămizi mari, tehnică ce a cunoscut roata grădinarului („dulap") şi sistemul de căldări care alunecă pe o sfoară şi este pus în mişcare de animale, înflorirea meşted:\Electronica\şugurilor şi a comerţului — toate acestea au condiţionat naşterea ştiinţei, printre care şi a matematicii Nenumăratele însemnări cuneiforme cu caracter economic, ce s-au păstrat din epoca su-mero-akkadiană, privind predarea grînelor şi vitelor, evidenţa marilor gospodării de la palate şi temple ne dau un tablou clar asupra sistemului de calcul existent în acea vreme, care a fost moştenit de cuceritorii Mesopotamiei — babilonienii Majoritatea tăbliţelor cuneiforme găsite în săpături, care conţin texte pur matematice, se referă la epoca imperiului babid:\Electronica\lonian antic, în special la timpul domniei dinastiei Hammurapi şi a cassiţilor, adică aproximativ de la 1800 la 16C0 î e n După o întrerupere îndelungată, provocată de cuceririle şi răscoalele 43 popoarelor învinse, reapar mărturii asupra cunoştinţelor de mad:\Electronica\tematică ale babilonienilor, referitoare la intervalul de la aproxid:\Electronica\mativ 300 î e n pînă la începutul erei noastre In marea lor majoritate, acestea nu sînt tăbliţe cuneiforme pur matematice, ci astronomice, care cuprind însă şi un conţinut matematic în acest timp, cînd Babilonul nu mai era' centrul politic, dar rămăd:\Electronica\sese focarul de cultură al Marelui Imperiu, în care împreună cu populaţia locală veche s-au amestecat perşii, evreii, grecii şi indienii, matematica a început să servească mai puţin construcd:\Electronica\ţiilor şi mai mult astronomiei Ea rezolva probleme mai comd:\Electronica\plicate şi opera cu numere „astronomice", enorme pentru acel timp, cuprindea măsurarea unghiurilor şi primii germeni ai trigonometrici Şcolile de scribi sumero-babiloniene Izvoarele La fel ca şi egiptenii, sumerienii şi babilonienii aveau o castă specială de scribi Ca şi meşteşugurile, profesia de scrib se transmitea din tată în fiu, iar pregătirea se făcea'într-o şcoală de scribi, în „casa tăbliţelor" Aici se învăţau cititul, scrisul şi socotitul; predarea şi reducerea la învăţarea pe de rost aveau, ca şi întreaga viaţă a societăţii sclavagiste timpurii, un caracter extrem de dogmatic Din epoca sumeriană, cu 2000 de ani î e n , s-a păstrat o lucrare foarte populară în acel timp (au fost regăsite din ea 21 de tăbliţe şi fragmente; lucrarea este citată în catalogul literaturii sumeriene contemporane cu ea), care descrie viaţa unui elev din „casa tăbliţelor" Din acest document aflăm că principala preocupare în şcoală erau calculul, socotitul şi evidenţa; că, mai departe, elevul transcria pe tăbliţe modele de exerciţii, care erau apoi aruncate; că acesta căpătînd o lecţie trebuia să „rezolve pătrate" (probabil să rezolve probleme în care necunosd:\Electronica\cutele intrau la pătrat — după terminologia actuală, ecuaţii pătratice) şi, în sfîrşit, că în şcoală se ocupau şi de desen Primele tăbliţe cuneiforme cu conţinut matematic, descoperite la mijlocul secolului trecut, au permis să se stabilească numai trăsăturile principale ale matematicii din Mesopotamia antică La început savanţii din Europa occidentală au interpretat cu totul greşit aceste texte ca fiind religioase, conţinînd „numere magice" în realitate însă, majoritatea covîrşitoare a acestor texte — sute de mii de tăbliţe — aveau directă legătură cu activitatea economică a vechilor popoare din Mesopotamia A fost descoperită biblioteca regelui asirian Assurbanipal (secolul al Vll-lea î e n ) care conţine printre 20 000 de diferite tăbliţe 44      ■ « M St  n m 19  Fig 3 Text cuneiform din colecţia babiloniană a Universităţii Yale Figura reprezintă un pătrat cu diagonalele sale Latura este egală cu 30 (numărul este scris deasupra laturii superioare din stîngă) Pe diagonală este scris numărul ce exprimăm rad:\Electronica\portul dintre diagonală şi latura 1, 24, 51, 10; sub diagonală este scrisă lungimea ei 42, 25, 36 şi tăbliţe matematice datînd din mileniile III—II î e n începînd cu 1916, asiriologul francez F Thureau-Dangin , iar din 1929 specialistul german în istoria matematicii O Neugebauer , au descifrat şi au publicat un mare număr de texte mated:\Electronica\matice cuneiforme, care dau o imagine mai completă asupra matematicii sumerienilor, akkadienilor şi babilonienilor şi totd:\Electronica\odată mai completă decît aceea pe care ne-o putem face aeupra matematicii egiptenilor antici Dacă ţinem seama că din circa o jumătate de milion de tăbliţe, existente în muzeele diferitelor 45 ţări (şi care formează numai o parte din ceea ce este îngropat sub ruine), au fost descifrate numai aproximativ 300 ce conţin texte matematice, ne vom convinge cît de departe sîntem încă de o imagine completă a gîndirii matematice a vechilor popoad:\Electronica\re din Mesopotamia Sistemul de numeraţie Sistemul de numeraţie al sumeried:\Electronica\nilor şi scrierea numerelor se dezvoltau împreună cu întreaga lor cultură, concomitent cu dezvoltarea întregii lor scrieri Ei scriau cu un beţişor de trestie ascuţit, apăsîndu-1 pe o tăbliţă de argilă Iniţial cifrele erau reprezentate prin apăsarea unui capăt rotund: cînd stiletul se punea sub un unghi ascuţit, se abţinea elipsa Q —semnul unităţii; sub un unghi drept rezulta cercul O — semnul pentru zece Mai tîrziu au început să folosească un capăt ascuţit al stiletului şi semnul unităţii a devenit semnul cuneiform simplu Y , semnul lui zece ^ , semn cuneiform obţinut prin apăsarea unui stilet prismatic înclinat Sumerienii foloseau în calcule sistemul sexagesimal; în unele cazuri foloseau şi sistemul zecimal In afară de aceasta, notarea numerelor prin cifre se făcea consecvent numai în textele de matematică şi de astronomie, în timp ce pentru indicarea datelor, a cantităţilor de greutate, a mărimii ariilor ş a , foloseau un procedeu mixt, scriind de exemplu 225 ca „2 me 25", unde me1 însemna „o sută" La început, pentru notaţia ordinelor superioare, ei foloseau semnele ordinelor inferioare scrise în formă mărită Astfel, un semn mare pentru 10 însemna 100, iar în sistemul sexagesid:\Electronica\mal —1 60 Două astfel de semne, puse unul alături de celălalt, însemnau 120, iar dacă la mijloc stătea încă semnul 10, atunci însemnau 1 200 în sfîrşit, un semn foarte mare 1 Transcrierile din sumeriană se dau cu caractere antiqua, cele din akkadiană cu italice, iar ideogramele a căror citire nu este dezvăluită cu majuscule — N T 46 pentru 10 însemna 3 600 în textele nematematiee, folosind sisted:\Electronica\mul zecimal, 100 se scria prin semnul , 1000 ca ' iar 10000 ca ^^^f^~" ■ Treptat însă, o dată cu simplificarea ulterioară şi stabilirea uniformităţii scrierii, deosebirea dintre semnele mari şi mici s-a pierdut şi în cele din urmă au rămas numai două semne Jj şi ^ în modul acesta, faptul că difed:\Electronica\ritele ordine au încetat să mai fie scrise prin simboluri deosebite a dus la apariţia sistemului poziţional, care a jucat un rol enorm în dezvoltarea culturii umane Cu ajutorul repetării semnelor Y şi ^ , se făcea scrierea tuturor numerelor Astfel 21 se scria adică se foloseau adunarea şi înmulţirea De altfel, uneori se folosea şi scăderea; de exemplu, în locul lui 19 se scria 20—1 ^^(Y^y" > aici Yse citea ca lai avînd semnificaţia termenului „fărâ" Mai tîrziu, babilonienii, la fel ca si egiptenii, au început să — şi mai tîrziu încă, în epoca Seleucizilor, acelaşi semn s-a redus la ^(^^ Sensul scrierii era iniţial de sus în jos, iar mai tîrziu de la stîngă la dreapta Mai întîi se puneau ordinele superioare, iar apoi cele inferioare Astfel, se notau toate numerele pînă la 59 = Jyy inclusiv Numărul 60 se nota prin acelaşi semn ca şi 1 = ÎT şi nu prin repetarea de 6 ori a semnului = 10 Pentru a scrie, de exemplu, 65 se adăuga, la semnul lui 60, în dreapta semnul lui 5 şi pentru a nu citi toate acestea ca 1 + 5 = 6, se lăsa între aceste semne un interval: Analog numărul 120 = 2 X 60 se 47 scria prin acelaşi semn ca şi 2, numărul 180 — ca 3 ş a m d ; în acelaşi mod se scriau şi numerele ce depăşeau 602 = 3 600, de exemplu numărul 10 921 = 3 X 602 + 2 X 60 + 1 se scria astfel yyy yt y Evident, acest procedeu de scriere nu era univoc; expresia cuneiformă de mai sus reprezintă şi un număr de 60 de ori mai mare, adică 655 260 şi în general valoarea 60nxl0 921 Mai mult, acelaşi procedeu servea şi la notarea fracţiilor, deşi pentru fracd:\Electronica\ţiile — şi — existau şi semne speciale: Mj^ > şi ţ?Pff • 2 3 3 Prin urmare, semnul T putea să însemne si — , si în acest caz '60 o succesiune de cifre reprezenta numărul 3x60 + 2x1 + 11 \r 1 -| = 182— ; însă semnul Y putea însemna si—, si în acest 60 60 ' ' 602 caz aceeaşi succesiune de cifre reprezenta numărul (3x602 + 2x X60 + 1) : 602 Valoarea reală a numărului se determina după sensul problemei Astfel, în acest sistem nu se putea exprima semnificaţia absolută a numerelor şi deci el nu poate fi considerat ca un sistem poziţional riguros în fară de aceasta, deoarece în acest sistem nu exista un semn pentru ordinele absente, numărul ultimul triunghi fiind apropiat de triunghiul cu unghiurile 30 şi 60° Este evident că astfel de triunghiuri serveau pentru scopuri practice Totodată, căutarea lor arată profunzimea remarcabilă a babilonienilor în înţelegerea problemelor pe care le considerăm azi ca făcînd parte din teoria numerelor „Ecuaţiile" babilonienilor în rezolvarea „ecuaţiilor pătratice" (aşa cum numim astăzi aceste probleme), babilonienii aplicau procedeul de rezolvare a problemelor abstracte în care necunoscud:\Electronica\tele erau numite fie „lungime", „lăţime", şi produsul lor „arie", fie „deînmulţit" (igi), iar valoarea reciprocă a acesteia „înmul-ţitorul" (igi-bi) Dăm un exemplu de astfel de problemă şi de rezolvare a ei „Deînmultitul si înmultitorul 2 0 0 33 20 înmulţeşte cu 30, 1 0 0 16 40 înmulţeşte 1 0 0 16 40 cu 1 0 0 16 40' i 0 0 33 20 4 37 46 40 Scade 1 de aici Rămîne 33 20 4 37 46 40 Ce trebuie înmulţit cu ce pentru a obţine 33 20 4 37 46 40? înmulţeşte 44 43 20 cu 44 43 20 33 20 4 37 46 40; adaugă 44 43 20 la 1 0 0 16 40 -l 0 45 deînmultitul Scade 44 43 20 din 1 0 0 16 40: 59 15 33 20 înmuld:\Electronica\titorul" Dacă exprimăm această problemă şi cele asemănătoare ei, pred:\Electronica\cum si rezolvarea lor în notaţia algebrică actuală, obţinem Un alt tip de probleme ia în limbajul actual forma x -f- y = o, x' y — b; la această „formă normală" se reduc toate problemele babiloniene chiar şi cele mai complicate pe care le rezolvăm cu 56 ajutorul ecuaţiilor pătratice Soluţia se obţine în acest caz cu ajutorul unei necunoscute ajutătoare Din faptul că x 4- y = a, rezultă că cu cît una dintre necunoscute este mai mare decît — , 2 eu atît cealaltă este mai mică decît — Punînd, de aceea, x= — 4- z, 2 2 y — £■— z, obţinem 4- zj |-g , 7= H—*, a=Pt—\ 9= HH—k, U=7, 12 =¥7, '5=^>, I6=V-}, 50=70, 40 = OO, 50=700, 60 = 000, 70=7000, 80=OOOO, 90= 70000, 200 = 1\\ In numeraţia fenicienilor existau semnele speciale: /=!, 10=—', 20= H, WQ=P\ 61 din care se formau semnele celorlalte numerale, acestea fiind grupate cîte 3; astfel se scriau: 2=11, 5=111, 4 = \\)\, 5 = 11111, 5=IHIII, 7=\IHIII, 5=11111111, 5=IIIHIIII, fjf-' lf-», /2=\\—>, tf-tt'llH», 16 =111111-', 30***#, 40= HH, W^ytfifff , 200-PW Sistemul fenician de numeraţie are, se pare, origine comună cu cel babilonian Aceasta o arată asemănarea semnelor pentru 1 şi 10 (faptul că semnele pentru 10 sînt orientate în sensuri difed:\Electronica\rite se explică prin aceea că babilonienii scriau de la stîngă la dreapta, iar fenicienii de la dreapta la stîngă), sistemul fenician fiind probabil mai vechi Semnul lui 1 reprezenta, se pare, un deget, iar semnul lui 10 cele două mîini, semnul lui 20 „un om întreg" (acest semn era părăsit de babilonieni) Este posibil ca la babilonieni să fi existat un semn analog semnului fenician pentru 100, care poate însemna 60 (dacă în sistemul de numeraţie fenician excludem semnul pentru 100, se obţine un sistem pozid:\Electronica\ţional) Scrierea poziţională (ca şi în alte limbi semitice, în limba feniciană se scriau numai consoanele) a provenit din scrierea hieroglifică care a apărut sub influenţa scrierii egiptene Din literele feniciene au apărut apoi literele evreieşti, arabe şi gred:\Electronica\ceşti, iar din acestea din urmă literele latine şi slavone In modul acesta, fenicienilor le aparţine una dintre cele mai mari contrid:\Electronica\buţii la cultura mondială: crearea alfabetului Fenicienii şi vechii evrei (înrudiţi cu primii), în statele cărora scribii jucau un rol important, foloseau împreună cu scrierea alfabetică şi notaţia alfabetică a numerelor, bazată pe sistemul zecimal de numeraţie a alfabetului lor In numeraţia alfabetică a vechilor evrei cele 22 de litere ale alfabetului (la care se adăugau 5 litere sub forma în care se scriau la sfîrşitul cuvintelor), erau tocmai suficiente pentru notaţia cifrelor: de la' jf la 0 (1 —9), de la ) la Y (10 — 90), de la p la "Y (100 900); pentru a distinge cifrele de litere, deasupra literelor cu semnificaţie numerică se punea un punct Numerele 1 000 şi mai mari ca 1 000 erau notate cu aceleaşi litere ca 1 şi 2, adică - Nf ^3, ş a m d , însă deasupra lor se 62 puneau două puncte sau nL- —litera iniţială a cuvîntului şinaim (doi): de exemplu ^ Astfel, de exemplu, numărul 1 119 se scria, ţinînd seama de scrierea de la dreapta la stîngă, astfel^"' î Acest procedeu de scriere a numerelor permitea să se asocieze fiecărui cuvînt o anumită valoare numerică, fapt pe care a fost construită mai tîrziu mistica cabalistică a numerelor (gematriaj Astfel, de exemplu, coincidenţa îhtîmplătoare: suma semnificad:\Electronica\ţiilor numerice ale literelor cuvîntului an Pi 'J dădea 355, ceea ce coincidea cu numărul de zile din anul lunar antic al evreid:\Electronica\lor, era considerată ca o manifestare a providenţei divine Vechii evrei au împrumutat cunoştinţele matematice de la babilonieni şi egipteni II, aşa cum arată Vechiul Testament, era considerat ca fiind egal cu 3 Astfel, povestind despre palatul reged:\Electronica\lui Solomon, cartea a treia a împăraţilor (cap VII, versetul 23) spune: „Şi a făcut mare turnată din aramă— de la marginea ei pînă la margine sînt zece coţi, şi un şnur de treizeci de coţi o cuprinde de jur împrejur" Despre aceeaşi „mare de aramă", dar acum nu la palatul lui Solomon, ci la templul construit de acesta, se vorbeşte aproape cu aceleaşi cuvinte şi în a doua carte Paralipomenon (cap IV, versetul 2) ■ Matematica babiloniană a fost preluată şi de vechii locuitori ai Iranului Vechii locuitori ai Peninsulei Apeninilor (etruscii) aveau, alături de scrierea obişnuită, o notaţie specială pentru numere Existau şi germeni ai matematicii elementare, însă latura matematică a culturii lor este puţin studiată Pentru a păstra integritatea expunerii vom omite aici matemad:\Electronica\tica din India şi China antică, care sînt tratate în a doua carte Ne vom opri încă asupra poporului maya, care ajunsese la o remarcabilă cultură Matematica şi numeraţia la poporul maya în America centrală, în Peninsula Yukatân din Golful Mexic, pod:\Electronica\porul indian maya a trecut cam în primul mileniu î e n la agriculd:\Electronica\tură extensivă, la cultivarea plantei porumbului, care a devenit adevărata bază a vieţii materiale a acestui popor, de unde îşi trage şi numele [mai's—porumb] Mai tîrziu, s-a format aici o societate sclavagistă timpurie, care a atins în secolele IV — VIe n cea mai mare înflorire Ea a existat pînă la cuceririle spaniole din 63 1527—1697 Statul Maya era condus de către preoţi supremi, suverani ereditari Uneltele lor erau de lemn şi de piatră, iar metalul servea numai pentru ornamente Roata nu era folosită nici în olărit, nici la căruţe Meşteşugurile, comerţul şi alte îndeletniciri ale poporului maya au realizat însă mari progrese şi s-rau acumulat remarcabile cunoştinţe ştiinţifice Existau circa zece mari oraşe cu palate şi temple din piatră sub forma unor piramide în trepte, ce atingeau 45 m înălţime, servind şi ca obserd:\Electronica\vatoare A fost mult dezvoltată medicina şi, în special, astrod:\Electronica\nomia Forma deosebită a agriculturii poporului maya necesita o determinare precisă a timpului lucrărilor agricole: tăierea păd:\Electronica\durilor, arderea (aceasta trebuia să coincidă cu anotimpul uscat care apărea acolo în martie-aprilie) ş a m d Cu patru milenii î e n , la poporul maya exista un calendar şi numărarea zilelor se făcea cu o mare precizie Scrierea poporului maya era hieroglifică, însă ■— păstrînd încă unele trăsături ale scrierii iconografice — se găsea pe o treaptă de dezvoltare mai primitivă decît scrierea egipteană, care trecea deja la o scriere fonetică In secolul al IV-lea î e n , adică cu 1600 ani înainte de secolul al XH-lea, cînd în Europa a început să se răspîndească sistemul poziţional — poporul maya preda un sistem poziţional de numed:\Electronica\raţie cu baza 20 avînd un semn special pentru zero Numeralele erau scrise în două moduri: fie sub forma unor hieroglife, fie cu ajutorul unor puncte şi liniuţe Acest al doilea mod servea pentru numărare şi, în primul rînd, pentru efectuarea calculelor calendad:\Electronica\ristice; el avea un semn pentru zero avînd baza 20 şi păstrînd încă urmele unui sistem mai vechi cu baza 5 Etnografii citează ultimul fapt ca unul dintre argumentele care demonstrează că poporul maya, ca şi în general indienii, a migrat din timpuri imemorabile în America, trecînd strîmtoarea Bering, din Asia de nord-est, unde locuitorii au păstrat pînă astăzi în limbile lor sistemul de numeraţie cu baza 5 Semnul zero era reprezentat în sistemul maya sub forma unei scoici (şi nu sub forma unui „ochi închis", aşa cum era interpretat greşit, înainte acest semn) şi primele 19 numere se scriau astfel: tf= , / =•, 2 ■*■•« , 5=-'% 4='—, 5 =-, • • ţjj • • • y^/ • • ——— 64 Erau folosite, aşadar, numai trei semne şi dintre operaţii numai adunarea Ca şi întreaga scriere maya, numerele se scriau în cod:\Electronica\loane care mergeau de la dreapta la stînga, şi anume de jos în sus, plecînd de la ordinele inferioare la cele superioare In fiecare ordin, aceleaşi semne aveau o valoare de 20 de ori mai mare decît în cel precedent; prin urmare scrierea se făcea, de exemplu, astfel: 20 = 37 = 300 = =, 360 = = In al treilea ordin însă, dar numai la calcularea timpului, se făcea o excepţie: unitatea a treia se lua nu de 20 de ori, ci de 18 ori mai mare decît a doua, deci de 360 ori mai mare decît prima unitate, ceea ce era mai apropiat de durata anului, decît de 202 Astfel se obţinea, de exemplu: 7/12 = = , 7202= • , 100932==, 169200= • Cel mai mare număr notat în acest procedeu şi regăsit în puţinele monumente scrise ale culturii poporului maya (majoritatea lor scrise pe scoarţă de copac au fost arse în mod barbar de către cuceritorii spanioli, care considerau toate valorile culturale ale poporului maya drept o vrăjitorie satanică, păgînă) este egal cu 1841 641 600 de zile sau 5 042 277 de ani Pentru scrierea fracd:\Electronica\ţiilor, poporul maya fie că nu avea semne, fie că ele nu au ajuns pînă la noi Semnele numerice hieroglifice erau reprezentate sub forma unor capete de zei a 13 luni ale anului sfînt tţolkin care număra 13 X X 20 = 260 zile, spre deosebire de anul civil haab care avea 18 X 20 = 360 plus 5 zile de încheiere In afară de aceasta exista şi o hieroglifă pentru zero Acest sistem era într-un anumit sens zecimal; hieroglifa numărului 10 reprezenta un craniu, al cărui maxilar inferior, în formarea semnelor numerice superioare urd:\Electronica\mătoare, se adăuga pur şi simplu la semnele inferioare corespunzăd:\Electronica\toare Pentru a scrie 16, la capul ce reprezenta 6, se desena ded:\Electronica\desubt acest maxilar, adică 6 -j- 10 = 16 5 — Istoria matematicii în antichitate Cu toate că nu s-au păstrat nici un fel de documente directe cu privire la cunoştinţele matematice ale poporului maya, nu ne putem îndoi asupra faptului că ele se găseau la un nivel apreciad:\Electronica\bil Calculul complicat şi exact al timpului la maya n-ar fi putut apărea fără cunoştinţe matematice largi şi suficient de solide La maya unitatea de timp era ziua -f- noaptea: kin, 20 kin alcăd:\Electronica\tuiau uinal, 18 uinal ■— tun, 20 tun — katun, 20 katun — baktun, 20 baktun — piktun, 20 piktun — kalabtun, 20 kalabtun— kincil-tun, 20 kinciltun — alautun = 23 040 milioane de zile şi nopţi (adică o unitate de ordinul al 8-lea) Maya combinau calculul timpului după calendarul religios tţolkin, probabil mai vechi, cu calculul după calendarul civil haab, dînd zilelor o dublă nume-rotaţie Ei aveau era lor proprie: originea convenţională a nud:\Electronica\mărului anilor, şi ştiau că repetarea datelor calendaristice (coind:\Electronica\cidenţa zilelor lunii şi a începutului anului) putea apărea numai după 374 440 ani Deşi nu foloseau roata în tehnică, pentru recalcularea zilelor de la un calendar la altul ei foloseau „roata de calcul" (uazaklom katun) — o reprezentare grafică a zilelor pe un cerc Considerînd anul civil egal cu 365 zile, maya corectau abaterea dintre acesta şi anul astronomic, egal cu 365, 2 422 de zile, aşa cum facem noi — introducînd anul bisect Datorită acestui fapt, anul la maya era numai cu două zecimi de miimi dintr-o zi mai scurt decît anul astronomic — o precizie impred:\Electronica\sionantă, care depăşeşte precizia calendarului iulian Maya cunoşd:\Electronica\teau Steaua polară şi o serie de constelaţii Ei dispuneau de o tabelă a viitoarelor eclipse de Soare, făceau observaţii asupra răsăritului şi apusului planetei Venus şi cunoşteau cu o mare precizie perioada revoluţiei sale sinodice; ştiind că aceasta este mai mică decît 583,935 de zile (în realitate, ea este egală cu 583,920 de zile), ei o luau totuşi egală cu 584 de zile, deoarece 5 X 584 = 8 X 365 Datorită acestui fapt, calculele se simplifid:\Electronica\cau Evident că astfel de calcule presupun nu numai o mînuire sigură a numerelor mari, ci şi cunoaşterea proprietăţilor lor aritmetice Matematica la azteci şi incaşi Pe continentul american în afară de popoarele maya, posedau cunoştinţe matematice dezvold:\Electronica\tate de asemenea şi aztecii, care au format în secolul al Xll-lea e n , în Mexic, un stat sclavagist, precum şi incaşii care au atins aceeaşi treaptă de dezvoltare socială în Peru, în secolele XI-XIII e n Aztecii aveau o scriere hieroglifică şi un calendar 66 solar; ei foloseau un sistem de numeraţie nepoziţional,-cu baza 20, scriind numerele astfel: / = •, 2= , 5 = - , 4=::, 5='::, 6=::\; 9 = ::\::, W=<>, '::\ , 20=P, 50 = Unitatea următoare, superioară, era 400 —h din care prin înjumătăţire se obţinea 200 =1 , W0 ~ l Ş» 500=1 , apoi se notau, de exemplu, 5QQ**w4>, J000 =â â I , iar pentru 800 era un semn special: Incaşii aveau, după cum am mai menţionat, o scriere nodală, quipos, cu ajutorul căreia nu numai că au efectuat însemnarea cronologică a evenimentelor impord:\Electronica\tante, ci şi calculul impozitelor, evidenţa contabilă ş a m d , existînd pentru aceasta funcţionari instruiţi în şcoli speciale (vezi ) Nivelul dezvoltării cunoştinţelor matematice ale aztecilor şi incaşilor poate fi apreciat însă, în esenţă, numai indirect, pe baza vestigiilor culturii lor materiale, a remarcabilei lor arhitecturi, a sistemului de irigaţie, a construcţiilor de drud:\Electronica\muri, a meşteşugurilor şi a artelor, deoarece cuceritorii spanioli — fanatici catolici — au distrus în mod barbar, la începutul secolului al XVI-lea, tot ce au putut Concluzii generale asupra dezvoltării matematicii în societatea sclavagistă timpurie Comparînd între ele dezvoltarea matemad:\Electronica\ticii în diferite state sclavagiste timpurii, observăm că, cu toate particularităţile specifice pe care le lua la ele această dezvoltare, trăsăturile ei principale au fost peste tot asemănătoare Din germenii calculului, existenţi încă în societatea comunei primid:\Electronica\tive, sub influenţa necesităţilor sociale, a apărut aici treptat matematica elementară, care folosea sub o formă implicită metode algebrice, atingîndu-se o mare măiestrie în calculele cu numere mari Matematica de atunci purta într-o măsură însemnată un caracter empiric Majoritatea propoziţiilor şi a procedeelor ei au 5* 67 fost găsite probabil prin încercări şi în predare erau expuse fără demonstraţii, chiar dacă astfel de demonstraţii existau Şi totuşi, chiar atunci, existau primii muguri ai metodelor teoretice abd:\Electronica\stracte, generalizatoare, ale gîndirii matematice Nu s-a produs însă aici o separare conştientă a teoriei matematice într-un sistem de idei, şi nici nu putea să se producă In statele sclavagiste, despotice, preocuparea matematică era o activitate supusă ned:\Electronica\mijlocit intereselor utilitariste ale statului, în primul rînd strîn-gerii impozitelor şi măsurării pămînturilor, şi se afla în mîinile unei caste de mici funcţionari, care adunau impozitele şi măsurau pămîntul, şi ale scribilor, care aveau un orizont limitat La astfel de oameni interesele abstracte puteau apărea, de regulă, doar în procesul didactic, din tendinţa de a simplifica şi a uşura predarea De aceea, matematica a devenit ştiinţă teoretică numai atunci cînd societatea sclavagistă a intrat într-o nouă fază, cînd ea s-a transformat în democraţie sclavagistă şi a generat totodată o ideologie socială şi clasele, care au făcut matematica teoretică posibilă şi necesară Aceasta s-a întîmplat în Grecia antică CAPITOLUL III MATEMATICA ÎN GRECIA ANTICĂ Condiţiile sociale în Grecia antică Statele sclavagiste ale Greciei antice au apărut în secolele YIII-VI î e n , în urma unui proces îndelungat de descompunere a orînduirii comunei primid:\Electronica\tive Acestea au fost polisurile — oraşele-state cu autoconducere Cele mai importante dintre ele au apărut în zona mijlocie a coastei apusene a Asiei Mici, în Ionia, ca centre comerciale pe căile ce legau Egiptul, Mesopotamia şi Sciţia Printre ele, Miled:\Electronica\tul a ocupat mult timp o poziţie dominantă Mai tîrziu, pe coasta Greciei însăşi, rolul conducător a fost jucat de Corint, şi apoi de Atena; în Italia, de Crotona şi Tarent, iar în Sicilia — de Sira-cuza Eliberîndu-se treptat de rămăşiţele orînduirii gentilice, polisurile greceşti treceau apoi de la forma tiranică a sclavagisd:\Electronica\mului timpuriu la democraţia sclavagistă — cel mai progresist sistem social al acelor timpuri In statul atenian, acest proces s-a încheiat în preajma anului 500 î e n Mai tîrziu, democraţia sclavagistă ateniană, care şi-a supus, în urma războaielor greco-persane, nenumărate oraşe din Balcani şi din Asia Mică, s-a transd:\Electronica\format într-un centru politic, economic şi cultural al lumii and:\Electronica\tice In anii 40 şi 30 ai secolului V î e n , în timpul lui Pericle, democraţia sclavagistă a atins culmea înfloririi sale şi a acordat drepturi politice egale tuturor cetăţenilor săi Aceştia reprezend:\Electronica\tau însă numai minoritatea privilegiată a populaţiei; sclavii, femeile şi metecii (cei care nu erau originari din regiunea Aticii) erau lipsiţi de drepturi politice Democraţia sclavagistă a apărut ca urmare a unei înverşunate lupte seculare dintre demos -— meseriaşi şi comercianţi mărunţi -— şi aristocraţia de sînge — moşierii, precum şi oligarhia — comerd:\Electronica\cianţii bogaţi In ea, cetăţenii liberi participau activ la viaţa politică, la alegerile organelor legislative ale statului, la proced:\Electronica\sele cu juraţi, la numeroase dispute publice ale partidelor politice In secolul IV î e n , în urma războaielor îndelungate şi a decâd:\Electronica\ 69 derii ce începuse a economiei sclavagiste, democraţia sclavagistă a trăit o criză adîncă Caracterul democratic al gîndirii sociale greceşti s-a păstrat însă şi sub puterea perşilor şi în perioada eled:\Electronica\nismului Spre deosebire de societatea sclavagistă timpurie, care dispud:\Electronica\nea numai de aramă, bronz, argint şi aur, democraţia sclavagistă s-a născut în epoca fierului Perfecţionarea armelor şi a uneltelor de muncă a făcut ca războaiele să fie mai distrugătoare, dar a dus în acelaşi timp la o creştere apreciabilă a produsului social suplimentar, la creşterea nivelului de viaţă al poporului, la o diferenţiere a meşteşugurilor, la o lărgire a comerţului şi, totodată, a navigaţiei Această nouă economie a dus la introducerea —ca echivalent universal de schimb ■—■ a monedelor bătute, în locul vechilor măsuri de greutate Alfabetul, uşor de însuşit, a înlăturat definitiv scrierea hieroglifică greoaie Cultura, care la egipteni şi babilonieni era accesibilă numai birocraţiei, se răspîndea printre păturile mai largi O importanţă primordială a avut-o schimd:\Electronica\barea caracterului stăpînirii de sclavi, care purta în Atena timd:\Electronica\purie un caracter patriarhal, „de casă", şi care s-a transformat apoi în fundamentul existenţei societăţii Stăpînii de sclavi dud:\Electronica\ceau un mod de viaţă parazitar şi priveau cu dispreţ munca sclavid:\Electronica\lor, ceea ce a dus la o ruptură între munca fizică a sclavilor şi munca intelectuală, cu care se îndeletnicea numai o mică parte: vîrfurile stăpînilor de sclavi şi alte pături ale populaţiei libere Cetăţenii liberi ai polisurilor, folosind munca sclavilor, dispud:\Electronica\neau de un anumit timp liber care le permitea să gîndească asupra problemelor abstracte, să se ocupe de ştiinţă nu numai în scopuri practice nemijlocite, ci şi pentru construirea unei imagini filod:\Electronica\zofice a lumii Lupta politică neîntreruptă — în urma căreia ei au cucerit şi au păstrat libertatea lor —, lărgirea orizontului, în urma descoperirilor geografice, au făcut ca concepţia despre lume a cetăţenilor greci să fie mobilă, să nu semene cu concepţia stagnantă asupra lumii a egiptenilor şi babilonienilor Doborînd în repetate rînduri domnia tiranilor, ei nu s-au oprit nici de la a dărîma pe stăpînitorii cereşti mitici — zeii, creîndu-şi sistemele lor filozofice proprii: idealiste, care reflectau interesele aristod:\Electronica\craţiei reacţionare, şi materialiste, care exprimau interesele de-mosului Caracterul matematicii antice greceşti Izvoare Necesităţile producţiei meşteşugăreşti şi ale construcţiilor, ce se dezvoltau în polisurile antice greceşti, progresul agriculturii şi al navigaţiei 70 cereau în mod insistent şi dezvoltarea cunoştinţelor ştiinţifice In orînduirea sclavagistă, principala forţă motoare rămînea forţa musculară a sclavilor şi a animalelor şi se foloseau aproape exclusiv numai uneltele de mînă Cu toate acestea, în arta milid:\Electronica\tară au apărut maşini aruncătoare şi maşini de asediat; şi nici arhitectura greacă monumentală şi nici construcţia vaselor de comerţ şi de război nu puteau să se lipsească de aplicaţia invend:\Electronica\ţiilor tehnice O dată cu secolul al VÎI-lea î e n , în Grecia şi în primul rînd în Ionia, la încrucişarea culturilor egiptene şi babi-loniene, începe să se nască o ştiinţă nediferenţiată, în care cunoşd:\Electronica\tinţele astronomice, meteorologice, matematice, mecanice şi medicale formează un tot unitar cu concepţiile filozofice, politice, geografice şi economice In această epocă grecii îşi luau cunoştinţele din izvoare egipd:\Electronica\tene, babiloniene şi feniciene Caracterul acestor cunoştinţe a fost de preferinţă practic Istoricul grec antic Herodot (aproximad:\Electronica\tiv 484—425 î e n ) descrie aceasta în următoarele cuvinte : „Preoţii însă povesteau că acest rege (Sesostris) a îmd:\Electronica\părţit ţara între toţi egiptenii, toţi aceştia căpătînd cîte o pord:\Electronica\ţiune dreptunghiulară egală de pămînt; prin aceasta el a creat pentru sine venituri, ordonînd să fie plătit anual un anumit impozit Dacă rîul (Nilul) rupea o parte a unei parcele oarecare, proprietarul ei se-prezenta la rege şi anunţa cele întîmplate Regele trimitea cîţiva oameni pentru a controla şi măsura cu cît parcela respectivă s-a micşorat, pentru ca în viitor proprietarul ei să plătească totuşi corespunzător impozitului iniţial stabilit Mi se pare că aceasta a fost originea geometriei care a trecut din Egipt în Elada In ceea ce priveşte ceasornicul solar, indicatorul solar (gnomon) şi împărţirea zilei în 12 părţi, toate acestea elenii le-au împrumutat de la babilonieni" Isocrate (aproximativ 390 î e n ) arată că cunoştinţele de matematică au fost preluate de greci de la egipteni, ai căror preoţi, „dispreţuind plăcerile, îndeplineau cele mai importante sarcini, instruiau tineretul, se ocupau cu astronomia, cu calculele şi cu geometria" Cel mai mare gînditor al antichităţii, Aristotel (384—-322 î e n ), remarcă, de asemenea, în Metafizica originea egipteană a geometriei greceşti O părere asemănătoare exprimă şi Proclus (410—485 e n ) în succinta istorie a geometriei greceşti inclusă în comentariile sale la Elementele lui Euclid Comend:\Electronica\tariile lui Proclus, scrise în secolul al V-lea e n , reproduc istoria geometriei elaborată de Eudem din Rodos — în secolul al IV-lea î e n 71 Continuitatea în succesiunea cunoştinţelor matematice nu poate fi astfel pusă la nici o îndoială Matematica egipteană şi babid:\Electronica\loniană purta, după cum am văzut, un caracter practic concret, însă conţinea primii germeni ai teoriei Este evident că aceşti germeni ai gîndirii abstracte matematice au fost iniţial transd:\Electronica\mişi în Grecia din aceste ţări de cultură antică Printre unii dintre istoricii şi filozofii burghezi predomină însă o altă cond:\Electronica\cepţie Mulţi dintre ei neagă complet că matematica Oriend:\Electronica\tului antic a exercitat o serioasă influenţă asupra dezvoltării matematicii greceşti, deoarece prima ar fi fost „magică" şi nu ştiinţifică, aşa cum a fost a doua [vezi 79, 80]; alţii recunosc că grecii au împrumutat cîte ceva de la egipteni şi babilonieni, dar susţin că acestea au fost numai cunoştinţele aplicative [vezi 81] Ca ştiinţă teoretică, matematica ar fi în întregime o creaţie a grecilor antici Ea ar fi generată de „spiritul lor elin" deosebit, acelaşi care a creat şi arta greacă şi care ba ar fi inerent sîn-gelui lor, ba ar fi rod al naturii arhipelagului egeean Pentru întărirea acestei concepţii idealiste, ei se referă la o părere atribuită marelui filozof materialist grec, Democrit (aproximad:\Electronica\tiv 460—370 î e n ), care a făcut o călătorie prin Egipt, Persia şi Mesopotamia: „Am fost în multe ţări am discutat cu mulţi oameni învăţaţi, însă în ceea ce priveşte combinarea liniilor cu demonstraţii, nimeni nu m-a întrecut, chiar şi aceia care în Egipt sînt numiţi harpedonapţi" [vezi 82] Dar această părere tocmai recunoaşte că harpedonapţii puteau să facă demonstraţii geometrice Aceasta înseamnă că acest citat nu este în favoarea acelora care afirmă că demonstraţiile ar fi un produs al „spiritului grecesc deosebit" Din ea rezultă doar că grecii au reuşit să parcurgă în domeniul matematicii în decurs de două veacuri (Democrit a trăit la hotarul dintre secod:\Electronica\lele V şi IV) un drum pentru care egiptenii au avut nevoie de două milenii Şi această accelerare se explică, desigur, nu prin particularităţile de rasă sau particularităţile geografice, ci prin deosebirea în orînduirile sociale ale celor două popoare La început matematica greacă antică nu era principial diferită de cea egipteană sau babiloniană Dar o dată cu dezvoltarea ded:\Electronica\mocraţiei sclavagiste, începînd cu secolul al Vl-lea î e n , în gîndirea matematică a grecilor se intensifică tot mai mult latura teoretică Sclavilor le era încredinţată partea „de salahor" a activităţii intelectuale: transcrierea cărţilor, efectuarea calculed:\Electronica\lor — ceea ce în cele din urmă a dus şi la separarea matematicii teoretice de cea practică Din aritmetica practică, numită „logisd:\Electronica\ 72 tică", şi din geometria aplicată care a căpătat la Arhimede denumirea de „geodezie'*, încep să se separe aritmetica teoretică si geometria teoretică, deşi ele, analog celorlalte ştiinţe, nu erau atunci încă discipline de sine stătătoare, ci intrau ca părţi comd:\Electronica\ponente în ansamblul filozofiei Spre deosebire de aritmetica şi geometria practică, cea teoretică nu conţinea numai prescripţii pentru rezolvarea problemelor, dar dădea şi o justificare soluţiei Şi după cum s-au şi convins repede de aceasta, introducerea în matematică a demonstraţiilor a creat posibilitatea de a generad:\Electronica\liza rezultatele particulare şi de a obţine noi consecinţe In matematică, la fel ca şi în disputele politice şi judecătoreşti, a devenit necesar să se dea noţiunilor definiţii precise, să se dezd:\Electronica\volte demonstraţii riguroase Nu este întîmplător faptul că pitad:\Electronica\goreicii care au introdus demonstraţia au constituit nu numai o şcoală filozofică, ci şi un partid politic al aristocraţiei sclavad:\Electronica\giste reacţionare Argumentaţia logică a marilor retori a intrat în matematică Democrit care a adus o contribuţie remarcabilă la dezvoltarea matematicii greceşti a fost totodată şi autorul primei lucrări de logică Elementele lui Euclid şi logica (Analiticele) lui Aristotel sînt legate între ele prin spiritul lor şi au rădăd:\Electronica\cini istorice comune Eliberarea matematicii teoretice de la supunerea ei faţă de unele probleme îngust aplicative, crearea în cadrul ei, în locul prescripţiilor simple, a unor metode logice riguroase ce permid:\Electronica\teau largi generalizări şi deducerea unor noi consecinţe fără vreun apel direct la realitate, toate acestea au reprezentat cauza directă a accelerării extraordinare a dezvoltării ei, condiţionată, în ultimă instanţă, de necesităţile materiale ale societăţii Filozofii care se ocupau cu matematica au început să înţeleagă importanţa ei ca ştiinţă care, ca şi celelalte ştiinţe, trebuie să explice omului fenomenele pentru ca el să le poată folosi în scopurile sale Delimitarea definitivă a matematicii într-o ştiinţă teoretică de sine stătătoare s-a produs în Grecia la mijlocul secolului al V-lea î e n , găsindu-şi desăvîrşirea chiar în epoca elenistică în Elementele lui Euclid, în preajma anului 300 î e n Evenimentul acesta a fost pregătit în decursul celor trei secole premergătoare, în perioada clasică, prin acumularea cunoştinţelor elementare şi în special prin intensificarea tot mai accentuată a momented:\Electronica\lor teoretice, logice în matematica greacă Demonstraţiile, inid:\Electronica\ţial disparate şi referitoare numai la teoreme izolate, au devenit generale Au început să fie delimitate în mod clar noţiunile şi propoziţiile primare — şi, pe cît posibil, apelul la intuiţie a 73 fost înlocuit prin deducţii logice Toate cunoştinţele obţinute erau grupate într-un sistem armonios La fel ca şi ştiinţele naturii, matematica, începînd cu însăşi formarea sa ca ştiinţă, a constituit o arenă de luptă a două lagăre filozofice: materialismul şi idealismul Luptînd împotriva fand:\Electronica\teziilor mitologice religioase, filozofii greci antici, care împărd:\Electronica\tăşeau concepţii materialiste spontane şi dialectice naive, căutau în natura însăşi principiul existenţei, iar matematica servea ca un procedeu care îi ajuta în aceste căutări Pe de altă parte, filozofii idealişti vedeau în numere principiul tuturor lucrurilor, iar în matematică — baza întregii ştiinţe, pe Care ei au transd:\Electronica\format-o treptat într-o speculaţie cu aparenţă ştiinţifică, într-o „aritmologie",^ într-un joc cu proprietăţile „mistice" ale numed:\Electronica\relor întregi In modul acesta, cît timp matematica nu s-a separat de filozofie, lupta materialismului împotriva idealismului avea loc nemijlocit în interiorul matematicii însăşi Atît pentru întreaga literatură clasică greacă, cît şi pentru cea matematică, este caracteristică sărăcia extremă a izvoarelor orid:\Electronica\ginale Din secolul al Vl-lea î e n s-au păstrat numai cîteva propoziţii atribuite autorilor antici, citate împreună cu diferite legende în operele de mai tîrziu Din secolul al V-lea î e n au rămas numai cîteva fragmente, şi numai începînd cu secolul al IV-lea î e n există texte, la început parţiale, iar apoi complete Restabilirea tabloului istoric real este îngreuiat nu numai de raritatea documentelor şi de împrăştierea lor în diferite opere, ci în special şi de incertitudinea acestora Ele sînt alcătuite de către comentatori şi compilatori, care de cele mai multe ori nu cunoşd:\Electronica\teau originalele, ci foloseau transcripţii, de mîna a doua sau a treia Astfel, de exemplu, filozoful neoplatonician Proclus, în comentariile sale la Euclid , a redat Istoria geometriei şi astronomiei a lui Eudem din Rodos (a doua jumătate a secolului al IV-lea î e n ), lucrare pierdută, bazîndu-se la rîndul său pe expunerea lui Geminus (secolul I î e n ) Insă Proclus — şi aşa au procedat şi alţii — expunea istoria în mod părtinitor, el trecea sub tăcere pe materialişti şi exagera importanţa direcţiei pitad:\Electronica\goreice idealiste Informaţii cu privire la studiul cunoştinţelor matematice din timpurile străvechi pot fi obţinute şi din operele filozofice ale lui Platon şi Aristotel în cate adesea sînt atinse diferite probleme de matematică, în special cele cu caracter principial Datorită faptelor, menţionate mai sus, informaţiile cu privire la matematica greacă conţin numeroase momente legend:\Electronica\dare, incerte Prin cercetările susţinute, cuprinzătoare şi prod:\Electronica\ 74 funde ale savanţilor, printre care şi ale celor sovietici, a fost însă în esenţă reconstruit tabloul formării matematicii greceşti E drept că acest tablou nu este lipsit de propoziţii ce necesită noi precizări şi uneori şi o revizie radicală Logistica greacă In şcolile de gramatică din Atena, fiilor cetăţenilor liberi li se preda de la vîrsta de 7 ani, alături de citire şi scriere, şi socotitul Nu s-au păstrat însă nici un fel de manuale asupra aritmeticii practice, a logisticii Cunoştinţele noastre asupra logisticii se bazează numai pe date indirecte Aceasta se explică prin aceea că socotitul se făcea oral, cu ajud:\Electronica\torul abacelor, predarea se făcea după o ordine stabilită o dată pentru totdeauna şi nu se foloseau manuale In logistică intra arta socotitului, adică cunoaşterea sistemud:\Electronica\lui de numeraţie şi regulile de efectuare pe abac a celor patru operaţii aritmetice • cu numere pozitive întregi, apoi operaţiile cu fracţii şi aplicarea tuturor acestor cunoştinţe la măsurarea terenurilor şi la problemele practice ale vieţii cotidiene Mai tîrziu au intrat aici şi calculul rădăcinii pătrate şi cubice, precum şi rezolvarea unor probleme, care se refereau la început la măd:\Electronica\rimi concrete, apoi la Diofant şi la mărimi abstracte, probleme pe care astăzi noi le includem în aritmetică şi algebră Datorită ruperii claselor stăpînitoare ale democraţiei sclavad:\Electronica\giste de munca productivă, deosebirea dintre matematica practică şi matematica teoretică s-a transformat ulterior în opoziţia lor Această opoziţie dintre logistica practică şi matematica teoretică era exprimată în faptul că idealiştii pitagoreici (secolul al V-lea î e n ) şi platonicienii (secolul al IV-lea î e n ) vedeau o prăpasd:\Electronica\tie de netrecut între numere şi obiectele numărate Numerele (aritmoi) erau pentru ei „idei pure" O astfel de idee a fost şi „unitatea" indivizibilă — şi matematica trebuie să se ocupe cu ele Lucrurile efectiv numărate aparţineau însă obiectelor send:\Electronica\zorial perceptibile; aici intra şi „unitatea" divizibilă: toate acestea constituiau obiectul logisticii Aici numerele erau, după expresia lui Platon, „numere care au corpuri" (aritmoi somata echontes) * Se considera de asemenea că, spre deosebire de geometrie care se ocupă cu drepte imaginate, geod:\Electronica\dezia foloseşte numai drepte senzorial perceptibile „uneori subd:\Electronica\ţiri, ca razele solare, uneori groase ca sforile" [vezi 78, p 39] * Vezi nota traducătorului V I Karpov la această filă din ediţia rusa a operelor lui Platon (voi III, Sankt Petersburg, 1863, p 370) —N R 75 Grecii înţelegeau prin număr (aritmos) un număr pozitiv întreg care era privit ca o mulţime de unităţi Unitatea însăşi nu era considerată ca număr Deşi această concepţie iniţială asud:\Electronica\pra numărului domnea oarecum în întreaga matematică greacă, totuşi ea nu a putut să se menţină în întregime Alături de numere, practica i-a obligat pe greci să se ocupe în geometrie de rapoarte (logoi) de segmente, a căror valoare numerică se exprima (atunci cînd ea putea fi stabilită) nu numai în numere (adică în numere întregi), ci şi în fracţii Şi deoarece operaţiile asupra rapoartelor se reduceau de fapt la operaţii asupra valorilor lor cantitative, distincţia riguroasă ce se făcea între rapoarte şi numere se ştergea treptat Asupra acestei deosebiri insistau în special idealiştii, adepţii învăţăturii pitagoreice cu privire la caracterul ales a] numerelor întregi care alcătuiau esenţa existenţei, precum şi cu privire la indivizibilitatea unităţii ş a m d Matematicienii materialişti însă, de exemplu Arhimede, Heron, Eutokios sau Diofant, nu împărtăşeau această învăţătură Ei aplicau larg, după cum vom vedea mai tîrziu, procedee şi demonstraţii aritmetico-algebrice în geometrie, utilizau fracţii şi calcule prin aproximaţie, se ocud:\Electronica\pau de aplicaţiile matematicii la ştiinţele naturii şi la tehnică, referindu-se, pentru a dezarma pe adversarii lor, la faptul că asemenea procedee erau folosite de „cei vechi" Numărarea la grecii antici Grecii utilizau un sistem zecimal de numărare, în care se mai păstrau urmele unui sistem mult mai vechi cu baza 4: numeralul „octo" —-8 — are forma gramaticală a unui număr binar Numerele mici grecii le numărau pe degete, iar numerele mari —cu ajutorul pietricelelor (psephos) aşezate pe pămînt, iar mai tîrziu pe o scîndură, căreia cu timpul i s-a aplicat o liniatură pentru a distinge ordinele, transformîndu-se în abac în comedia lui Aristofan Viespile (422 î e n ), se spune: „Pentru început voi evalua nu ca la judecată, nu pe abace, ci simplu, pe degete" [vezi 86, p 382] Numărătoarea pe degete se făcea din 5 în 5; astfel în Odiseea, Homer (aproximativ secolele IX—VIII î e n ) pune pe zeul mărilor Proteu „să numere cîte 5" (pempdzestai) foci în timpul lui Homer, grecii dispuneau de numerale pînă la 1 000, însă nu peste această valoare Cuvîntul mirioi (miriadă) avea atunci încă semnificaţia de „foarte mult'" (ca de altfel şi la noi) şi numai mai tîrziu a început să fie folosit ca 10 000 De 76 altfel, şi numeralul hekaton — 100 — era folosit aici adesea în sens de cantitate mare nedefinită Reprezentarea numerelor mari şi operaţiile cu ele erau destul de dificile Abia în secolul al III-lea î e n Arhimede a scris celebra Numărătoare a firicelelor de nisip (Psammit), care a risipit ideea eronată a existenţei unui „ultim si cel mai mare număr" şi care conţinea un procedeu cu ajutorul căruia se putea exprima un număr oricît de mare Pentru calcul grecii foloseau abace, care au parvenit la ei probabil de la egipteni, prin intermediul fenicienilor Herodot ne informează că egiptenii, spre deosebire de greci, deplasau pietrele nu «de la stîngă la dreapta, ci de sus în jos Pe abac existau zece coloane duble mari şi alături patru coloane simple mai mici In coloane se aşezau pietre, înlocuite mai tîrziu prin jetoane speciale de calcul Coloanele mari serveau pentru distingerea ordinelor ce mergeau de la dreapta la stîngă şi de la cele inferioare la cele superioare, pentru fiecare ordin erau prevăzute două coloane alăturate Raportul dintre coloane depindea însă de sistemul monetar, deoarece abacul servea în primul rînd pentru calculele cu caracter financiar în tranzacţiile comerciale Cea mai mare unitate monetară a grecilor a fost talantul egal cu 6 000 drahme O drahmă era egală cu 6 oboli şi 1 obol egal cu 8 halce Primele două coloane mari din dreapta serveau pentru reprezentarea unităţilor drahme, a treia şi a patra coloană aveau o valoare de zece ori mai mare decît prima şi a doua ; a cincea şi a şasea de o sută de ori, iar a şaptea şi a opta de o mie de ori Coloanele nouă şi zece serveau pentru reprezentarea talanţilor împărţirea coloanelor în jumătatea superioară şi inferioară era folosită pentru operaţiile aritmetice; astfel, de exemplu, la adud:\Electronica\nare în jumătatea superioară se scria rezultatul ei — suma Cod:\Electronica\loanele mici din dreapta erau folosite pentru însemnarea numărud:\Electronica\lui de oboli şi halce şi, începînd de la dreapta, fiecare coloană vecină din stîngă avea o valoare dublă Faptul că socotitul pe abac era procedeul de bază al calculului îl arată însuşi cuvîntul „a calcula"-—psephizein care înseamnă literal „a aşeza pietricele" Efectuînd calculele pe abac, grecii scriau, de regulă, numai rezuld:\Electronica\tatul final în calculele complicate ei, ca şi noi, îşi însemnau şi rezultatele intermediare Numeraţia în secolul al X-lea î e n a apărut la greci prin intermediul fenicienilor scrierea Concomitent a început să fie folosit calculul scris La început s-a utilizat o numeraţie herodiană, numită astfel după gramaticianul Herodian (secolul al II-lea e n ) 77 care a descris-o Ea exista în două variante: atică şi beotică, numite astfel după regiunile Greciei Unitatea se nota simplu prin bară | (deget), 5 în varianta atică P (reprezentarea mănund:\Electronica\chiului celor 5 degete de la mînă), iar în beotică fi (care era privit mai tîrziu ca o prescurtare a cuvîntului pente — 5), 10 —respectivAşi t> , 100 — H Şi HE A 000 —X şi ^ , 10 000 — M Aceste semne erau iniţialele numeralelor resd:\Electronica\pective: deka (10), hekaton (100), hilias (1 000), miriadă (10 000) Prin combinarea lor, se obţineau şi numeralele intermediare: pentru 50 în atică ™ , iar în beotică , pentru 500 — resd:\Electronica\pectiv f3, > pentru 5 000 — P şi ^1 Celelalte numere se exprimau la fel cape abac, de exemplu, 9 821 se seria (în atică) ™ PXXXXPHHHAAI Numeraţia herodiană poate fi întîlnită în monumentele atice datînd chiar din secolul I î e n , deşi cu mult înainte (cînd anume precis — nu s-a stabilit), în celelalte regiuni ale Greciei ea a fost înlăturată de numeraţia ionică în aceasta din urmă numerele erau reprezentate prin literele alfabetului, ca la evrei şi la fenid:\Electronica\cieni, înrudiţi cu aceştia, de la care grecii au împrumutat acest procedeu Numerele erau notate astfel: t-9 ă, ţ, y, 6, 6, t 9 W-90 t", 7, X, JL, V, l, o, n, q 100-900 p O, % U, " —vau, mai tîrziu litera care a înlocuit litera a la sfîrşitul cuvintelor, pentru 6; {/ —koppa pentru 90; ^ —sampi pentru 900 în modul acesta^ cu ajutorul a 27 de semne se puteau scrie toate numerele 78 pînă la 999 Miile se notau ea unităţi cu virgulă în faţa literei; de exemplu, a, (3 etc Pentru a distinge cifrele de litere, deasupra lor se punea fie o bară, fie un accent, de exemplu, ă, a' Numerele mari, care au intrat în uz relativ mai tîrziu, se scriau în miriade, e de exemplu 54 321 se scria ca M,8txoc sau e, Stxoc ; mai tîrziu miriad:\Electronica\dele se scriau cu două puncte deasupra literei, de exemplu 5 X 10* =g , 5 x 10» = £ ■ In sistemul ionic care a apărut din necesităţile comerţului care lua amploare, notaţia numerelor era sensibil mai scurtă decît cea herodiană; numărul de mai sus — 9 821 se scria astfel: 06Jxa Semnele cifrelor se pronunţau nu ca litere, ci ca numerale De aceea, pentru operaţia rapidă cu ele trebuiau numai ţinute minte pe de rost tablele de înmulţire şi de adunare gata existente, în afară de aceasta, deoarece la înmulţirea şi împărţirea numerelor cu mai multe ordine trebuiau determinate ordinele cifrelor din rezultat, a fost introdusă noţiunea de „bază" (pitmen), de exemd:\Electronica\plu 700 avea „baza" 7, la f'el ca şi 7 000 şi 70 000 etc în modul acesta, în pofida părerii unor istorici ai matematicii, de exemplu a lui M Cantor şi H Hankel, că numeraţia alfad:\Electronica\betică ar fi un pas înapoi în comparaţie cu cea atică, noi consid:\Electronica\derăm că prin concizia şi uşurinţa scrierii şi prin comoditatea calculelor cu numerele mici, prin uşurinţa însuşirii şi posibilid:\Electronica\tatea scrierii în ea a unor numere oricît de mari, ea era numai cu puţin mai prejos decît sistemul nostru poziţional zecimal, în 1882, P Tannery şi-a însuşit în mod special numeraţia ionică şi s-a convins prin calcule concrete de avantajele ei practice pe care noi, din obişnuinţă, sîntem înclinaţi să le negăm Făcînd adunarea sub forma scrisă, grecii nu puneau aceleaşi ordine unul sub altul şi nu aveau nici semnul adunării şi nici nu aplicau linia cu care sîntem obişnuiţi s-o trasăm sub termenii de adunat — ci în locul semnului egalităţii ei scriau cuvîntul gomoi (împreună) Cel mai frecvent termenii şi suma lor se scriau pur şi simplu într-un rînd La fel se scriau şi celelalte operaţii Uneori, de altfel, în faţa sumei se punea un semn spe cial fj- — prescurtarea cuvîntului gignestai — în sensul „se obţine" 79 Tabelele Pentru uşurinţa adunării, precum şi pentru scădere serveau tabele speciale, din care reproducem aici o parte: a \ 6 adică 1 10 9 a G 7j 19 8 a yj C 1 8 7 Scăderea era efectuată cu ajutorul tabelelor învăţate sau al tabelelor şi abacelor la îndemînă sau pur şi simplu cu ajutorul degetelor Matematica greacă nu cunoştea numerele negative şi numărul zero înmulţirea se făcea fie după procedeul „egiptean" pe care îl cunoaştem, fie după procedeul grecesc, folosind tabla înmulţirii care trebuia memorată sau avută la îndemînă Astfel de table existau pînă la 10 000 Neopitagoreicul Nicomah (aproximativ 100 e n ), a cărui Introducere pitagoreică în aritmed:\Electronica\tică a ajuns pînă la noi, avea un tabel pătratic construit la fel ca tabla noastră de înmulţire utilizată în şcolile noastre O astfel de tablă era folosită pentru calcule, deşi însuşi Nicod:\Electronica\mah a destinat-o cercetării proprietăţilor de divizibilitate a nud:\Electronica\merelor întregi, care-1 interesa In timp ce noi facem înmulţirea numerelor cu mai multe ordine, începînd de la ordinele inferioare (procedeu preluat de la indieni prin intermediul popoarelor din ţările Islamului), grecii porneau de la ordinele superioare Mai întîi se înmulţeau „bazele", iar apoi se stabilea ordinul Ca exerd:\Electronica\ciţiu se dădeau probleme de înmulţire a valorilor numerice ale literelor din rînduri întregi de versuri, ceea ce ducea la numere foarte mari Procedeul alfabetic de notaţie a numerelor dădea peste tot unde se întîlnea (de exemplu, la evrei, la indieni) posid:\Electronica\bilitatea de a se înrădăcina o mistică a numerelor, deoarece orid:\Electronica\cărui cuvînt i se putea atribui o valoare numerică Prin urmare, în raporturile dintre numere se căutau legăturile „tainice" dintre cuvintele şi noţiunile exprimate de ele Pierre Bezuhov a aplicat o asemenea mistică a numerelor atunci cînd şi-a prevăzut soarta cu ajutorul „valorilor numerice" ale literelor din cuvintele „L'Russe Besuhof" (rusul Bezuhov) In primul cuvînt, contrar regulilor gramaticii franceze, Pierre a lăsat la o parte litera „e" şi atunci •s-a obţinut în sumă acelaşi „număr cabalistic" 666 pe care îl dau cuvintele „1- empereur Napoleon'* (împăratul Napoleon), de unde el a tras concluzia că lui — Pierre Bezuhov ■— îi este hărăzit din veci să ia parte la „marea faptă de a pune capăt domniei diavo- 80 lului, care vorbeşte măreţ şi defăimător", evenimentul, cică, pred:\Electronica\zis de Apocalips [vezi 87, p 79] în acelaşi timp numeraţia alfabetică a creat baza pentru apad:\Electronica\riţia mnemotehnicii — învăţătura despre procedeele artificiale de memorare care s-au păstrat sub o altă formă şi în zilele noastre Astfel, pentru a reţine cifrele numărului iz în Rusia prerevolu-ţionară liceenii învăţau pe de rost versetul «Kto h inyTH n CKOpo no?KejiaeTb nn y3HaTb, hhcjio y?Kb 3HaeT» („cine şi în glumă şi repede doreşte să cunoască pi, ştie deja numărul") Aici nu se foloseşte valoarea numerică a fiecărei litere individuale, ci număd:\Electronica\rul de litere din fiecare cuvînt (împreună cu semnul tare), ceea ce corespunde cifrelor numărului n = 3,1415926536 Operele păstrate nu ne dau o imagine clară a procedeului prin care grecii făceau împărţirea Cel mai probabil pare să fi fost, în special în perioada mai tîrzie, un procedeu asemănător cu cel folosit de noi în cazul în care împărţirea se făcea cu rest, grecii mergeau fie la o aproximaţie, fie la fracţii Acestea din urmă erau exprimate în trei feluri înainte de toate, erau folosite fracţiile „egiptene" pe care le cunoaştem Fiecărei fracţii alicvote — îi corespundea „fracţia ei complementară" -, suma cărora este egală cu unitatea Frac- - n - ■" ţiile alicvote se scriau mult timp prin cuvinte, şi relativ tîrziu prin simboluri, de exemplu — = yov sau y' sau y" sau, în sfîrşit, 1 ■ - yx Pentru — se folosea cel mai frecvent un semn special 2 r In al doilea rînd, se foloseau fracţii generale — în scrierea noastră — — care erau privite ca multiplii de ordinul m ai frac-n \- ' ţiei alicvote — şi ca împărţirea m : n Fracţiile generale erau n r ■ notate în mod diferit Sub forma cea mai perfecţionată, ele se notau astfel, încît numitorul se scria deasupra numărătorului, de exemplu, e însemna — Prin aceasta s-a făcut aici un impor-v ' ^ 9 tant pas către notaţia modernă a fracţiilor care a apărut, pro- 2 babil, la vechii indieni Pentru fracţia — care ocupa şi la egipteni o situaţie specială, existau diferite notaţii speciale 6 — Istoria matematicii in antichitate Pentru calculul cu fracţii, grecii foloseau transforrnarea lor în fracţii de acelaşi tip, prin simplificare şi „mărire', adică prin înmulţirea numărătorului şi a numitorului cu factori suplid:\Electronica\mentari Pentru uşurarea adunării şi scăderii fracţiilor subuni-tare, se utilizau tabele ajutătoare speciale Numeroasele tabele păstrate din diferite perioade reflectă clar urmele tradiţiei egiptene Alături de fracţii, grecii studiau, după cum am menţionat, şi rapoarte (logoi) înţelese ca rapoarte de segmente Ei le împăr-ţeau în zece tipuri, ca: „multiple" re : 1, de exemplu 4:1; „sub-multiple" 1 : re, de exemplu 1:4; „supracît" (re 4- 1) • n, 4:3 ş a m d Şcoala din Milet Naşterea matematicii greceşti este legată de figura legendară a lui Tales (aproximativ 600 î e n ) care a fundat în Grecia cea mai veche şcoală filozofieă de materialism spontan Filozofia şcolii mileziene, la fel ca şi a şcolii din Efes, întemed:\Electronica\iată de Heraclit (aproximativ 530—470 î e n ), a fost orientată împotriva ideologiei idealiste şi metafizice a aristocraţiei genti-lice Conform afirmaţiilor lui Herodot, Democrit şi Platon [vezi 88 p 7], Tales a fost de origine feniciană El a fost negustor în Milet — centrul comerţului peste mări, de pe ţărmul ionic De aici, Tales a întreprins o călătorie, în prima jumătate a secod:\Electronica\lului al Vl-lea î e n , vizitînd Egiptul unde a şi făcut cunoştinţă cu matematica Combinarea germenilor de ştiinţe ale naturii cu filozofia a dus, o dată cu rezolvarea problemelor practice, la încercările unei explicaţii moniste a lumii Tales a încercat să explice vad:\Electronica\rietatea naturii dintr-un principiu unic, să găsească în haosul aparent al fenomenelor o legitate Acest principiu Tales îl putea găsi în mitologia culturii insulare egee antice a Egiptului şi, în special, a Mesopotamiei Importanţa excepţională pe care au avut-o aici pentru viaţa economică marea şi fluviile a contribuit la născocirea legendelor asupra creării lumii din apă şi de aceea Tales a luat drept bază primară a întregii existenţe — apa Spre deosebire însă de credinţele religioase, învăţătura Iui Tales nu considera lumea creată de zei, ci veşnică şi în veşnică schimbare legică „Astfel se conturează aici pe deplin materialismul spontan iniţial, care la începuturile lui consideră în chip foarte firesc, ca de la sine înţeleasă, unitatea fenomenelor naturii în infinita lor varietate şi care caută această unitate în ceva special, aşa cum Tales o căuta în apă" [vezi 3, p 16] 82 încercînd să dea explicaţii raţionale, logice ale fenomenelor, Tales a început să abordeze şi propoziţiile matematice cu cerinţa nu numai de a le expune, ci şi de a le demonstra Lui i se atribuie demonstraţia următoarelor teoreme: 1) diametrul împarte cercul în două părţi egale; 2) egalitatea unghiurilor de la bază în triunghiul isoscel; 3) egalitatea unghiurilor drepte; 4) egalitatea triunghiurilor care au o latură şi unghiurile adiacente egale (aşa-numitul al doilea caz de egalitate a triunghiurilor); 5) faptul că unghiul înscris într-un semicerc este drept Este posibil ca Tales să-şi fi „demonstrat" teoremele sale asupra egalităţii semid:\Electronica\cercurilor, a unghiurilor sau a celorlalte trei elemente ale triund:\Electronica\ghiului prin suprapunere, realizată în primele trei teoreme prin simpla îndoire a figurii, la care se adaugă în teorema a 5-a şi o rotaţie a figurii în jurul centrului cercului, cu 180° Generalizînd cunoştinţele egiptenilor şi babilonienilor, şcoala mileziană a căutat să găsească răspuns la problema fundamentului existenţei şi, în conformitate cu creşterea elementului logic în gîndirea socială, căuta şi o fundamentare a diferitelor propoziţii ale geometriei Şi dacă geometria egipteană rămînea în esenţă o geometrie a ariei, păstrînd prin aceasta o legătură directă cu provenienţa ei din agrimensură, la greci ea a devenit acum mai abstractă Intr-o măsură şi mai mare decît la egipteni, erau folosite desene; liniile drepte erau privite numai ca margini ale parcelelor de pămînt Proprietăţile triunghiurilor, ale unghiud:\Electronica\rilor, ale cercului, erau studiate pe figură Un rol important a început să-1 joace noţiunea de asemănare (similitudine) La fel ca şi în patria învăţătorilor grecilor, — egiptenii şi babid:\Electronica\lonienii —■ studiul matematicii a fost şi în Elada strîns legat de necesităţile practice Construcţia enormelor temple a lui Apolo din Milet, a Herei pe insula Samos şi a Artemidei în Efes dad:\Electronica\tează din secolele VII şi VI î e n Construirea acestor temple dura timp de decenii; ele necesitau calcule şi plane exacte, pred:\Electronica\cum şi aplicarea unor mecanisme simple Cunoştinţele de mated:\Electronica\matică erau necesare şi pentru construcţia de vase, ce se dezvolta, şi pentru navigaţie Nu vom reproduce legendele care îi atribuie lui Tales diferite cunoştinţe astronomice Observăm numai că lui Tales i se atrid:\Electronica\buie prima aplicaţie a compasului şi a vasometrului, măsurarea înălţimii unei piramide (sau a obeliscului?) după lungimea umbrei sale şi după propria sa umbră, precum şi procedeul de a determina distanţa unei corăbii de la ţărm Prima dintre aceste probleme era probabil rezolvată astfel: dintr-un turn sau de pe 83 o stîncă de pe ţărm, era măsurat cu cel mai simplu instrument unghiul dintre verticală şi direcţia în care se vedea vasul Apoi situaţia era reprodusă pe un desen la scară redusă în sfîrşit, distanţa măsurată pe desen era înmulţită cu coeficientul respectiv Rezolvarea se baza pe noţiunea de asemănare a triunghiurilor, pe proporţionalitatea laturilor opuse unghiurilor egale Analog se rezolva şi cea de-a doua problemă Şcoala mileziană a numărat o serie întreagă de filozofi-mate-maticieni, dar asupra activităţii ştiinţifice a majorităţii lor s-au păstrat extrem de puţine informaţii Continuatorul remarcabil al lui Tales a fost compatriotul, ruda sau elevul său, Anaximandru (aproximativ 610—543 î e n ), autorul operei Despre natură Anaximandru considera drept bază a întregii existenţe apeiron-u\ — „nelimitatul" — o nemărginită în spaţiu şi timp, fără calităţi, care veşnic se schimbă, se mişcă, delimitează contrariile şi le absoarbe din nou Emiţînd pentru prima dată ipoteza infinităţii lumilor în universul infinit şi a originii naturale a omului, el a pus prin aceasta pe primul plan ideea legităţii obiective, idee care a stimulat apreciabil dezvoltarea ştiinţei raporturilor cantid:\Electronica\tative şi a formelor spaţiale ale realităţii Lui Anaximandru i se atribuie: determinarea eclipticii; red:\Electronica\prezentarea Pămîntului ca un cilindru circular al cărui diametru se raportează la înălţime ca 3:1: construirea primelor hărţi geod:\Electronica\grafice ale Greciei şi Pămîntului, în care a fost folosită pentru prima dată proiecţia ortogonală; fabricarea cadranului solar şi a altor aparate astronomice Se consideră, de asemenea, că Anaxid:\Electronica\mandru a fost autorul unei lucrări de geometrie elementară Din şcoala mileziană făcea parte şi Las din Hermion Las a scris în preajma anului 500 î e n o lucrare de muzică, prima lud:\Electronica\crare grecească de acest gen El efectua experienţe de acustică Din mai multe vase identice, unul rămînea gol, altul era umplut cu lichid pînă la jumătate ş a m d Lovind fiecare dintre aceste vase, el a stabilit că raportul volumelor goale se exprimă „pend:\Electronica\tru octavă ca 2:1, pentru cvintă ea 3 : 2, pentru cvartă ca 4 : 3" Filozofii şcolii pitagoreice au folosit această experienţă pentru învăţătura lor mistică asupra „armoniei numerelor", — atribuind-o lui Pitagora După cum a arătat însă Tannery , experienţele lui Las precizau doar faptele, incontestabil cunosd:\Electronica\cute de mult de către constructorii de lire şi flaute Astfel, încă de pe atunci, filozofia idealistă parazita pe realizările ştiinţelor naturii şi matematicii — fenomen caracteristic pentru ea de-a lungul întregii istorii şi devenit deosebit de izbitor în zilele noastre 84 Şcoala pitagoreică La sfîrşitul secolului al V-lea î e n în urma războaielor greco-persane, centrele de cultură ale Greciei s-au deplasat de la răsărit spre apus, în coloniile ei din sudul Italiei In această ţară agricolă, înapoiată în comparaţie cu Ionia, au apărut şcolile idealiste ale pitagoreicilor şi eleaţilor Lupta lor împotriva materialismului şi a dialecticii şcolilor din Milet şi Efes era un reflex al luptei politice ascuţite dintre aristod:\Electronica\craţia agricolă reacţionară şi demosul, luptă care bîntuia atunci în toate polisurile din Italia de sud Întemeietorul şcolii denumită după numele său, legendarul Pitagora (aproximativ 570—500 î e n ), era, conform tradiţiei, originar de pe insula Samos Uniunea organizată de el a fost nu numai o şcoală filozofică, ci şi un partid politic şi o confrerie religioasă, care lupta înverşunat împotriva demosului După victoria acestuia din urmă, Pitagora ar fi fugit în Crotona (în Italia de sud), iar apoi în Metapont unde a şi murit Filozofia pitagoreicilor căuta să fundamenteze ordinea universală veşnică şi neschimbată şi, împreună cu aceasta, şi puterea aristocraţiei şi supunerea oarbă a demosului Ea căuta baza acestei ordini în numere Pitagoreicii şi-au împrumutat cultul lor religios de la preoţii egipteni şi babilonieni, împreună cu cunoştinţele de aritd:\Electronica\metică, geometrie, armonie şi astronomie, pe care ei le-au dezd:\Electronica\voltat mai departe Filozofia pitagoreică pornea de la critica monismului materiad:\Electronica\list naiv al şcolii mileziene, afirmînd că „nelimitatul" lui Anaxid:\Electronica\mandru necesită o definiţie la fel precum Umila necesită acel ceva care este definit de ea Ei considerau că la baza lucrurilor stă concordanţa a două principii — armonia contrariilor „nelid:\Electronica\mitat" şi „limită", întruchipată în „legile misterioase ale numed:\Electronica\relor" Aristotel expune procesul însuşi al fetişizării numerelor de către pitagoreici astfel: „Aşa-numiţii pitagoreici, ocupîndu-se de ştiinţele matematice, le-au împins înainte pentru prima dată şi, educîndu-se pe baza lor, au început să considere principiile acestora drept principiile tuturor lucrurilor" Desigur, preocuparea de matematică, ca atare, nu duce la fetid:\Electronica\şizarea matematicii La pitagoreici însă, însăşi poziţia lor, ca partid al'aristocraţiei reacţionare, îi împingea la o ruptură între abstract şi concret, matematica transformîndu-se din ştiinţă într-o învăţătură mistică a unei secte de aleşi Numerele •— cele mai abstracte, elemente ale ştiinţei din acel timp, erau cel mai puţin accesibile înţelegerii cercurilor largi Pitagoreicii le opuneau lucrurile senzoriale, atribuind numerelor o existenţă de sine 85 stătătoare Producţia de mărfuri sub forma simplă a valorii, ce exista la greci încă în epoca lui Homer, iar din secolul al Vl-lea î e n şi sub forma bănească, a creat condiţiile care au făcut posibilă această fetişizare a matematicii, la fel ca şi a tuturor relaţiilor dintre oameni şi ideologia lor Unii istorici şi filozofi burghezi însă, de exemplu, E Frank , consideră drept cauză care a generat mistica numerică a pitagoreicilor preocuparea lor de muzică Legile numerice ale consonanţelor muzicale deduse pe cale speculativă şi bazate doar puţin pe fapte stabilite empiric, ar fi fost ridicate de pitagoreici la rangul armoniei numerice absolute a întregii existenţe E drept că pitagoreicii puteau folosi studiul bazelor acustice ale muzicii pentru a conferi filozofiei lor idealiste o formă ştiinţifică Şi cu toate acestea mistica numerelor avea la ei nu o origine ştiind:\Electronica\ţifică, ci una social-politică O serie de elemente separate ale pitagoreismului era atribuită lui Pitagora de către adepţii săi numai pentru a conferi învăţăd:\Electronica\turii lor o mai mare autoritate Din aceasta nu rezultă însă că învăţătura privind matematica şi ştiinţele naturii din cadrul pitagoreismului este în întregime rodul secolelor de mai tîrziu Unitatea ideilor fundamentale ale tuturor învăţăturilor pitagod:\Electronica\reice indică clar izvorul mistic-religios unic al originii lor, sud:\Electronica\punerea lor unui scop politic unic, legătura cu epoca descompuned:\Electronica\rii orînduirii gentilice, cu epoca lui Pitagora Pentru pitagoreici propoziţia „lucrurile sînt numere" exprimă însăşi esenţa lucrurilor Nu atomii materiali, ci punctele geomed:\Electronica\trice constituie unităţile, părţile nelimitatului Explicaţia pitad:\Electronica\goreică a întregii existenţe prin legile numerelor întregi duce la o contradicţie logică prin faptul că înşişi pitagoreicii au descod:\Electronica\perit existenţa segmentelor incomensurabile Este posibil ca la început pitagoreicii să nu fi observat consecinţa dezastruoasă a acestei descoperiri revoluţionare pentru propria lor filozofie a naturii Mai tîrziu însă ei o ascundeau minuţios La noi a ajuns legenda despre pedepsirea pitagoreicului Hippas din Metapont (secolele VI— V î e n ) de către zei care l-au lovit pe acesta pentru faptul că „el a descoperit ca nedemnă includerea în învăţăturile despre natură a proporţiei şi incomensurabilităţii" Ei căutau să rezolve apoi această contradicţie admiţînd existenţa infinitud:\Electronica\lui unic actual (adică a unei mărimi, indivizibilă mai departe, şi mai mică decît oricare mărime finită), ca măsură comună a laturii şi diagonalei pătratului Mai tîrziu aceeaşi contradicţie 86 era rezolvată prin aceea că raportul acestor lungimi era exprimat cu ajutorul unui proces nesfîrşit de aproximaţii succesive Ideea fundamentală a cosmogoniei pitagoreice consta în rotaţia circulară a tuturor corpurilor cereşti situate pe zece sfere şi în periodicitatea fenomenelor astronomice care se repetă cu pred:\Electronica\cizie matematică după intervalul unui „an cosmic", despre a cărui durată diferiţi autori emit diferite ipoteze Pentru a atinge sacrul „zece", cerut de mistica numerelor, în afară de sfera steled:\Electronica\lor fixe, a sferelor lui Saturn, Jupiter, Marte, Mercur, Venus, Soare, Lună şi Pămînt, pitagoreicii au imaginat şi sfera „anti-pămînt", care împreună cu celelalte se roteşte în jurul „focului central" Armonia acestor sfere este descrisă de Aristotel astfel: „Aceste zece sfere emit, ca şi tot ce se mişcă, un sunet, însă fied:\Electronica\care sferă un sunet de tip special, în conformitate cu particulad:\Electronica\rităţile mărimii şi vitezei sale Ultima este determinată de did:\Electronica\ferite distanţe, care se află într-un raport armonic între ele, conform intervalelor muzicale Datorită acestui fapt apare un sunet armonios, muzica sferelor în mişcare în modul acesta, cosmogonia pitagoreică era legată de teorii lor muzicală La baza acesteia stăteau două legi fundamentale: în primul rînd, legea proporţionalităţii dintre înălţimea tonului şi lungimea coardei vibrante sau a coloanei de aer, de exemplu, în cazul cîntatului din flaut în al doilea rînd, legea consonanţei conform căreia consonanţele se obţin numai cînd lungimile corzilor sau înălţimile coloanelor se află într-un anumit raport de numere întregi Acestor legi, descoperite empiric, li s-a dat mai tîrziu o explicaţie, probabil de către Arhitas din Tarent (aproxid:\Electronica\mativ 428—365 î e n ), care a suferit influenţa atomismului mated:\Electronica\rialist al lui Democrit Explicaţia consideră tonurile ca reflexe subiective ale mişcărilor obiective ale corpurilor, iar înălţimea tonurilor ca dependentă de frecvenţa mişcărilor Euclid, expu-nînd această explicaţie în Canoanele sale, conchide că „tonurile sînt compuse din particule, deoarece ele, prin adăugare şi scădere, ating o măsură corectă Or, tot ce este compus din particule se raportă unul la altul ca numere întregi, aceasta înseamnă că şi tonurile trebuie să fie în mod necesar în raporturi de numere întregi" Teoria matematică a consonanţelor dusă pînă la ultimele sale consecinţe logice sugera însă ideea existenţei incomensurabili-tăţii şi deci infirma propria sa bază —-posibilitatea măsurării în numere întregi a tuturor lucrurilor Intervalul dintre tonurile complete nu este constant, ci invers proporţional cu înălţimea 87 tonului De aceea, împărţirea intervalului complet trebuie să se facă după „principiul armonic", adică astfel încît octava (lungid:\Electronica\mea corzilor se raportează ca 1:2) să se împartă în două intervale inegale — cvarta (3:4) şi cvinta (2:3) — după legea 1/2 = 3/4x X2/3 împărţirea octavei în două intervale egale — ar da, după y aceeaşi lege,— = — x — , prin urmare — = ^2 Or, la un raport * 2 y y ' x - 1 : ^2 al lungimilor corzilor nu se obţine consonanţă, ci zgomot (disonanţă) De aici vine ideea că |^2 nu poate fi exprimat prin raportul a două numere întregi Ideile pitagoreicenilor cu privire la ştiinţele naturii au fost supuse criticii „dinspre stînga" şi „dinspre dreapta" încă în antid:\Electronica\chitate Astfel, materialistul şi dialecticianul Heraclit din Efes (aproximativ 530—470 î e n ) îi reproşa lui Pitagora eclectismul şi misticismul între timp, idealistul militant Platon (429-—348 î e n ) denigra pe pitagoreici pentru faptul că ei „măsoară şi comd:\Electronica\pară sunetele empirice aşa cum noi le auzim în realitate şi studiad:\Electronica\ză numerele pe care este bazată consonanţa lor, în loc de a studia care numere sînt consonante în sine şi care nu, şi de ce" Matematica şi numerologia pitagoreicilor Din cauza lipsei materialului documentar pentru următoarele două veacuri nu există posibilitatea de a stabili etapele succesive ale progreselor făcute de pitagoreici în matematică, împrumutată iniţial de ei de la egipteni şi babilonieni Pitagoreicii reprezentau numerele sub forma punctelor, grupate în figuri geometrice Astfel a apărut noţiunea de „numere figud:\Electronica\rative", în care şi-a găsit reflecţia legătura strînsă ce există între noţiunile de număr şi de întindere spaţială De exemplu, „numed:\Electronica\rele patratice" 1, 4, 9, erau reprezentate astfel: • • • • • • • • • • • • • • „Numerele triunghiulare" 1, 3, 6 erau reprezentate astfel: • • • • • • • • • • 88 La pitagoreici punctul care exprima unitatea nu era divizibil mai departe — el reprezenta un atom matematic; punctul ca atare era definit ca unitatea dotată cu poziţie Pentru a fi distincte între ele, unităţile — puncte trebuiau separate printr-un spaţiu, fiecare punct trebuia să aibă în jurul lui un „cîmp" Datorită acestui fapt, fiecare număr putea fi reprezentat nu numai cu ajud:\Electronica\torul punctelor, ci şi cu ajutorul unor cîmpuri pătrate sau cu ajud:\Electronica\torul ambelor, ca, de pildă, numărul 3 sub forma: • • • Numărul este deci aici noţiunea fundamentală; figura serveşte numai pentru a-1 reprezenta; geometria este subordonată aritmed:\Electronica\ticii Numerele figurative reflectau prin forma lor procedeul prin care ele au fost generate pe cale aritmetică, adică dacă au fost obţinute prin adunare sau prin înmulţire Pitagoreicii şi contid:\Electronica\nuatorii tradiţiilor lor studiau de preferinţă numerele-sume, în timp ce Euclid şi şcoala sa admiteau reprezentări geometrice doar pentru numere-produse Cel mai simplu şi mai vechi exemplu de noţiune aritmetică (reprezentată prin unităţi-puncte) este distincţia dintre par şi impar Opoziţia dintre par şi impar reprezintă una dintre cele zece perechi de contrarii considerate de pitagoreici drept cated:\Electronica\gorii filozofice Numerele-produse erau împărţite de către pitagoreici în numere „rectilinii", adică în numere simple care, întrucît nu se descomd:\Electronica\pun în factori, erau reprezentate prin puncte situate de-a lungul unui segment; „numerele plane" care se descompun în doi factori şi se reprezintă prin puncte ce formează un dreptunghi sau un pătrat şi „numerele corporale" care se descompun în trei factori şi se reprezintă prin puncte ce formează un paralelipiped sau un cub Printre numerele-sume pitagoreicii distingeau „numerele polid:\Electronica\gonale" Cele mai simple dintre ele au fost cele „triunghiulare": 1, 1 + 2 = 3, 1 + 2 + 3 = 6, 1 + 2 + 3 + 4 = 10, Din numerele triunghiulare pitagoreicii obţineau şi toate numed:\Electronica\rele pătratice prin procedeul indicat mai jos în figură: 89 Pe aceeaşi cale, reunind trei numere triunghiulare egale, ei obţineau numere pentagonale şi aşa mai departe Matematicianul Hinsicle din Alexandria (secolul al II-lea î e n ) a arătat că al \ n-lea număr m-gonal este egal cu — n Mai departe, erau definite „numerele piramidale" formate prin adunarea numerelor poligonale Cele mai simple dintre ele, „nud:\Electronica\merele tetraedrale", se obţin din numerele triunghiulare 1 = 1, 1 + 3 = 4, 1 + 3 + 6 = 10, 1 + 3 + 6 + 10 = 20 şi se reprezintă sub forma unor piramide cu baza triunghiulară Se înţelege că toate numerele figurative şi proprietăţile lor nu au fost descoperite dintr-o dată, ci treptat, în decursul mai multor veacuri O dată cu dezvoltarea matematicii, numerele figurative şi-au pierdut importanţa, cu-excepţia numerelor pătratice şi cubice care permiteau abordarea calculului ariilor şi volumelor, adică rezolvarea problemelor propriu-zis geometrice înlocuind unită-ţile-puncte prin cîmpuri, vedem că numerele pătratice, privite ca numere-sume, se reprezintă astfel: □ ffl Partea din figură, corespunzătoare numărului impar prin a căru1 adăugare la numărul pătratic se obţine numărul pătratic următor, se numea gnomon Iniţial acest cuvînt avea semnificaţia „cine ştie distinge" Mai tîrziu a însemnat cel mai simplu instrud:\Electronica\ment astronomic — un par perpendicular pe planul orizontal (cadranul ceasornicului solar), formînd un unghi drept cu umbra sa — apoi cuvîntul gnomon a fost folosit în sens şi mai larg Cu ajutorul lui se desemna acel adaos la o figură geometrică care o măreşte, dar nu o schimbă (de exemplu, gnomonul unui triunghi poate fi un trapez) Or, pitagoreicii, plecînd de la pătrat, identid:\Electronica\ficau gnomon-ul cu o figură dreptunghiulară şi neapărat impară Examinînd şirul de gnomoni, • • • • • • • y • fi: 90 pitagoreicii deduceau de aici o serie de proprietăţi ale numerelor, de exemplu, suma a două numere impare succesive este egală cu de 4 ori numărul (natural) corespunzător: 14-3 = 4x1,3 + 5 = = 4x2, 5 + 7 = 4x3 ş a m d în timp ce noi demonstrăm aceste proprietăţi şi altele analoge, de exemplu, cea din urmă, cu ajutorul unor transformări algebrice simple (2n—1) + (2n + + 1) = 4 n, pitagoreicii le verificau doar cu ajutorul unei figuri intuitive Un alt procedeu de reprezentare intuitivă a numerelor pătratice, sub forma de sumă a fost la pitagoreici stadionul, de exemplu, pentru a obţine 52 ca sumă, se scriau numerele de la 1 la 5 şi de aici înapoi la 1; în modul acesta, unităţile stăteau la intrarea şi ieşirea stadionului, iar numărul ridicat la pătrat — la cotitură: 1 2 — 3 — 4v 1 —2 —3 —4/5* Examinînd figura stadionului se găseau o serie întreagă de proprietăţi ale numerelor între care şi cea dată mai sus Alături de numerele pătratice, o mare importanţă jucau la pitagoreici „numerele dreptunghiulare" — numerele de forma n (n + 1) Se înţelege că numărul aparţinînd unei categorii putea totodată să aparţină şi unei alte categorii Pitagoreicii mai cunoşd:\Electronica\teau şi numerele „asemenea", de exemplu 6 = 2 X 3, 24 = 4 X 6, 54 = 6x9, reprezentate prin dreptunghiuri cu laturi propord:\Electronica\ţionale Aceste numere posedă o serie de proprietăţi interesante: de exemplu produsul a două numere „asemenea" este un „număr pătratic" Studiul numerelor-sume reprezentate prin figuri formate din unităţi-puncte a servit drept bază pentru sumarea seriilor numed:\Electronica\rice de care se ocupa cu succes Arhimede Studiul „numerelor rectilinii" a dat un impuls apariţiei teoriei numerelor prime în acest domeniu, rezultate importante au fost obţinute de Euclid, care a folosit în cărţile de teoria numerelor din Elementele sale multe noţiuni introduse de pitagoreici Deosebind, în afară de numerele prime, numerele compuse şi numerele relativ prime (adică neavînd factori comuni, de exemd:\Electronica\plu, 14 şi 55), pitagoreicii şi, cu unele excepţii, în general matemad:\Electronica\ticienii greci acordau mai departe multă atenţie şi clasificării numerelor pare şi impare, distingînd (ca mai tîrziu Euclid) numerele par-pare, par-impare, impar-impare etc Cei care resd:\Electronica\pectau tradiţia lui Pitagora nu includeau printre numerele impare, 91 şi în genere nici chiar printre numere, pe 1, iar printre cele pare — pe 2, considerîndu-le „principii" ale numerelor şi aşezîndu-le în afara şirului numeric Pitagoreicii se ocupau, de asemenea, cu problema raportului dintre număr şi suma divizorului lui Prin divizorii unui număr se înţelegeau toţi divizorii săi, primi şi compuşi, inclusiv 1, însă exclusiv numărul însuşi Dacă suma divizorilor era mai mare decît numărul dat însuşi, numărul se numea „supraperfect", dacă ea era egală cu el — „perfect" şi dacă era mai mică decît el — ;jimperfect" Cu numerele perfecte s-au ocupat mult matematicienii din evul mediu; mai tîrziu Fermat şi Descartes au arătat legătura lor cu alte probleme ale teoriei numerelor In sfîrşit, pitagoreicii examinau „numerele prietene", adică două numere dintre care fiecare este egal cu suma divizorilor celuilalt Neoplatonicianul sirian Iamblic (aproximativ 250—325 e n ) îi atribuie lui Pitagora descoperirea numerelor prietene 220 şi 284, unica pereche cunoscută în antichitate In evul mediu, se considera că talismanele cu numere prietene sînt capabile să întărească apropierea dintre oameni Matematicianul arab Tabit Ibn Korra (826—900) a găsit regula de formare a numerelor pried:\Electronica\tene, care a fost uitată şi apoi redescoperită de Fermat şi publicată (fără demonstraţie) de Descartes (1638) Medii, proporţii şi progresii Din punct de vedere logic, studiul raportului a mai mult decît două numere trebuie să urmeze abia după studiul raportului a două numere de care sînt legate noţiud:\Electronica\nile de numere figurative, logoi etc Cu toate acestea, istoriceşte proporţiile — rapoarte de trei şi patru numere— au fost studiate din cea mai adîncă antichitate greacă, deoarece ele au constituit obiectul de studiu al egiptenilor de la care au şi trecut la greci şi aceştia au creat apoi treptat o teorie armonioasă a proporţiilor ce şi-a găsit desăvîrşirea sa în cărţile V, VI şi VII ale lui Euclid Prin proporţie se înţelegea în mod curent o proporţie geometrică cu patru termeni, în notaţia noastră: a:b = c:d, însă uneori şi una aritmetică: a—b = c—d In ceea ce priveşte mediile, ele constau din trei termeni o>6>c, între care se pot stabili nouă relaţii, precum şi nouă relaţii între diferenţele 'a—b, b—c, a—c Egalînd întrer ele aceste rapoarte şi lăsînd deoparte cele nepotrid:\Electronica\vite, obţinem 11 tipuri de medii: toate aceste medii au fost cunosd:\Electronica\cute grecilor antici 92 Tradiţia susţine că epoca lui Pitagora cunoştea trei medii nud:\Electronica\mite „vechi": media aritmetică (a—b):(b—c) = a:a, geometrică (a—b):(b—c) = a:b şi armonică (a—b):(b-—c) = a:c Media aritd:\Electronica\metică (a—b):(b—c) = a : a a fost cunoscută pitagoreicului Arhi-tas din Tarent în afară de forma iniţială a mediei geometrice (a—b):(b—c) = a:b, Arhitas o exprimă sub forma a:b = b:c care decurge din prima Platon apela la mediile geometrice pentru a explica structura fizică a lumii, în timp ce media aritmetică şi cea armonică erau folosite de el pentru a defini „spiritul universal" Media armonică (a—b):(b — c) = a:c era definită de Arhitas şi Platon şi în felul următor: dacă a~>b~>c, atunci b este medie armonică cu condiţia ca a = 6 + — şi & = c -)- — (unde n >1) ; de - - 1 * 1 1 t i i v aici rezulta ca -= -; astfel sînt, de exemplu, nume- e b b a 1111 rele 6, 4, 3, deoarece -= Media armonică era legată 3 4 4 6 de legile consonanţei muzicale, precum şi de faptul că cubul are 12 muchii, 8 vîrfuri şi 6 feţe, unde 8 este media armonică a numed:\Electronica\relor 12 şi 6 Combinînd media aritmetică şi media armonică, pitagoreicii obţineau proporţia „muzicală" pe care Pitagora a preluat-o cond:\Electronica\form unei legende din Babilon Dacă 12 şi 6 sînt termenii extremi ai lungimilor coardelor octavei, aflaţi în raportul 2 : 1, atunci media aritmetică 9 formează cvarta (raportul 4:3), iar media armonică 9 cvinta (raportul 3:2); întreaga proporţie are forma 12, 9, 8, 6 „Teorema lui Pitagora" şi mărimile incomensurabile învăţăd:\Electronica\tura pitagoreică care considera că numerele întregi reprezintă măsura tuturor lucrurilor s-a lovit de o contradicţie insolubilă, datorită descoperirii iraţionalităţii Tocmai această descoperire reprezintă însă cea mai însemnată contribuţie a pitagoreismului în matematică în limba greacă, iraţionalitatea se exprimă prin trei termeni: asimmetron cu semnificaţia: care nu are măsură comună; arreton, adică inexprimabil (prin numere întregi) care se întîlneşte pentru prima dată la Platon, şi alogon-—care înseamnă ceea ce nu se exprimă prin logos, adică prin raportul a două numere întregi Denumirea latină „iraţionalitate" este o tradud:\Electronica\cere literală a cuvîntului alogon, deoarece ratio înseamnă „raport" 93 în modul acesta, după cum se vede din denumirile înseşi, pitad:\Electronica\goreicii înţelegeau prin mărimi iraţionale în primul rînd segd:\Electronica\mente rectilinii care nu au o măsură comună, fapt pentru care sînt inexprimabile printr-un raport de numere întregi Prin urd:\Electronica\mare, nu avea sens să se vorbească de iraţionalitatea unei mărimi decît raportată la alta Probabil că descoperirea iraţionalităţii a fost legată de aşa-numita „teoremă a lui Pitagora" După cum ştim, această teoremă a fost cunoscută babilonienilor şi, posibil, şi egiptenilor cu mult înaintea lui Pitagora Istoricii antici însă, Plutarh, Diogene Laer-ţiu şi Proclus, atribuie această descoperire lui Pitagora, repetînd legenda după care Pitagora, drept mulţumire pentru această descoperire, a adus jertfă zeilor o sută de bivoli (hecatornb) Este posibil ca Pitagora sau elevii săi, cunoscînd anumite „triund:\Electronica\ghiuri sacre" (adică triunghiuri dreptunghice cu laturi numere întregi) ale egiptenilor şi babilonienilor, pentru care teorema se verifică uşor, au generalizat pur şi simplu această teoremă asupra tuturor triunghiurilor dreptunghice, fără a poseda încă o justificare satisfăcătoare „Triunghiurile sacre" înseşi puteau fi găsite prin studiul tabelelor de pătrate pe care le foloseau babilonienii Numerele x, y, z care exprimă laturile unor astfel de triunghiuri erau numite „numere pitagoreice" Pitagoreicilor li se atribuie regula de obţinere a numerelor Ditagoreice prime între ele: x = 2P + 1, y = 2P* + 2p, Cz = 2p2 + 2P + 1, care dau trei astfel de numere pentru orice p natural, aici y şi z fiind două numere naturale, succesive Cu privire la forma iniţială a demonstraţiei „teoremei lui Pitagora", trebuie să ne mulţumim numai cu ipoteze Este posid:\Electronica\bil ca la început ea să fi fost demonstrată numai pentru un trid:\Electronica\unghi dreptunghic isoscel care se întîlneşte de mult în ornamente într-o reţea de pătrate cu diagonale marcate Pe o asemenea figură se observă că suma pătratelor ABED şi EFJH construite pe catetele triunghiului DEH este egală cu pătratul DBFH construit pe ipotenuza sa, deoarece toate aceste pătrate se descompun în triunghiuri egale (fig 4) De la acest caz particud:\Electronica\lar, trecerea la cazul general se putea face prin examinarea pătrad:\Electronica\tului ABCD împărţit în două pătrate inegale AHJE şi JFCG şi în două dreptunghiuri egale EJGD şi HBFJ (fig 5) Pătrad:\Electronica\tul EKLG este egal cu pătratul ABCD micşorat cu triunghiurile 94 AKE, KBL, LCG şi GED care în sumă sînt egale cu cele două dreptunghiuri In acelaşi timp şi suma pătratelor AHJE şi JFCG este egală cu pătratul ABCD micşorat cu aceste două dreptunghiuri, de unde rezultă că pătratul KLGE este egal cu suma pătratelor AHJE şi JFCG Această demonstraţie, la fel ca şi demonstraţia lui Euclid, nu foloseşte noţiunea de asemă- Fig 5 nare Apelînd însă la ultima noţiune, care nu era necunoscută egiptenilor şi babilonienilor, pe care a folosit-o cu succes, după cum am văzut, încă Tales, se putea demonstra această teoremă mult mai simplu „Teorema lui Pitagora" ducea la problema determinării lund:\Electronica\gimii ipotenuzei, cunoscînd lungimea catetelor însă această problemă, nici în cazul cel mai simplu a = b = 1, nu se putea rezolva; nu reuşeau încercările de a găsi raportul a două numere întregi —, astfel încît acesta să fie egal cu sau, n altfel spus, nu se putea găsi o măsură comună a laturii şi a diagod:\Electronica\nalei unui pătrat, deşi trebuie să presupunem că se făceau astfel de încercări mult timp, micşorînd tot mai mult unitatea de măsură Imposibilitatea de a ajunge pe această cale la scop trebuie să fi uimit şi tulburat: incomensurabilele erau percepute ca „inacced:\Electronica\sibile gîndirii", însuşi termenul alogon, „iraţional", a căpătat acest al doilea sens Nu este exclus, de asemenea, ca numărul iraţional ^2 să fi fost găsit în teoria armoniei în căutarea semioc-tavei, ceea ce este echivalent cu găsirea mediei geometrice a numerelor 1 şi 2 Imposibilitatea de a exprima pe j/2 printr-un raport de două numere întregi a dus nu numai la căutarea calculului său prin 95 aproximaţie, ci şi la demonstraţia acestei imposibilităţi Una din demonstraţii, care se întîlneşte în unele copii ale Elementelor lui Euclid , procedează prin reducere la absurd Ea se bazează pe următorul raţionament Fie latura pătrad:\Electronica\tului egală cu a, diagonala lui egală cu b, unde numerele a şi b le-am ales astfel, încît să nu aibă divizor comun (în afară de 1) Atunci, conform „teoremei lui Pitagora" trebuie să avem b2 = 2a2 Deoarece membrul II se împarte prin 2, urmează că şi membrul 1 trebuie să se împartă prin 2, prin urmare numărul b trebuie să fie par şi, deoarece a şi b nu au divizor comun, el trebuie să fie impar Dacă însă b este par, pătratul lui se împarte prin 4, ceea ce înseamnă că şi membrul II al egalităţii trebuie să se împartă prin 4; acesta este însă posibil numai dacă a este par Astfel am ajuns la concluzia absurdă că numărul a trebuie să fie în acelaşi timp par şi impar, de unde rezultă că nu există numere care să satisfacă egalitatea dată Aşadar, ^2 nu poate fi reprezentat ca un număr, adică aşa cum făceau pitagoreicii cu ajutorul punctelor, dar el poate fi reprezentat cu ajutorul lungid:\Electronica\mii unui segment Un alt procedeu de demonstraţie a iraţionalităţii lui y2 se bazează pe metoda calculului prin aproximaţie al acestei rădăcini Pentru a găsi rădăcina pătrată a unui număr, diferit de un pătrat perfect, Arhitas îl descompune în doi factori inegali (de exemplu 2 = 1x2), află media aritmetică şi media armonică a celor doi factori (în cazul de fată — si —) si formează din aceste ' 2 ' 3 j 3 4 patru numere o proporţie „armonică" (2 : —= —: 1) Aici prod:\Electronica\dusul termenilor medii este egal cu numărul dat (2), şi în acelaşi 3 4 1 , » n timp diferenţa — = — este mai mică decît diferenţa 2 —1 = 1 2 3 6 3 4: Prin urmare, — şi — pot fi privite ca valori aproximative ale lui ]/2 , prima prin exces, iar a doua prin lipsă şi continuînd acelaşi procedeu, drept aproximaţie de ordinul doi, obţinem 17 '24 „ , 1 , — si —, care dnera intre ele numai cu — s a m d 12 17 204 ' Descoperirea faptului că între latura şi diagonala pătratului — două segmente ale căror mărimi relative ne sînt atît de famid:\Electronica\liare — nu există o măsură comună, fie oricît de mică, a provocat 96 o adevărată criză a fundamentelor în matematica greacă învăd:\Electronica\ţătura pitagoreică asupra fundamentului numeric al întregii existenţe, inclusiv şi al mărimilor geometrice, nu mai putea fi recunoscută ca adevărată; a început căutarea unui nou fundad:\Electronica\ment Dar importanţa descoperirii iraţionalităţii a fost departe de a fi just apreciată de către toţi Astfel, Aristotel , arată că ea a provocat mirarea, pe care o produce orice descoperire ştiinţifică adevărată Unii istorici idealişti ai matematicii văd în faptul incomensurabilităţii „un semn al antinomiei tulburătoare dintre gîndire şi senzaţie, o prăd:\Electronica\pastie peste care nici calculul, nici logica nu sînt în stare să arunce o punte" Alţii însă, de exemplu, Abel Rey , afirmă că iraţionalitatea lui ]/2 era privită mult timp ca o „excepţie scandaloasă", că ea era ţinută ascuns şi se împiedica răspîndirea cunoştinţelor asupra incomensurabilităţii Se referă pentru aceasta nu numai la legenda pitagoreică a pieirii {în timpul unui naufragiu) a lui Hippas din Metapont, care a divulgat taina descoperirii incomensurabilităţii, precum şi la faptul că, chiar după această descoperire, mult timp era dezd:\Electronica\voltată o aritmetică care recunoştea exclusiv doar numerele întregi Or, în incomensurabilitate, spre deosebire de mărimea continuă, cognoscibilă raţional, şi de numărul discret cognoscid:\Electronica\bil intuitiv-senzorial, şi-a găsit o expresie dialectica lumii mated:\Electronica\riale, a timpului şi a spaţiului, şi a cunoaşterii ei, cunoaştere a cărei esenţă, după cum a arătat Lenin ( , p 234), constă în faptul că reprezentarea atît cu ajutorul gîndirii cît şi al senzaţiei, a mişcării şi a oricărei noţiuni, este întotdeauna o fragmentare, o mortificare a viului Modul metafizic de gîndire nu le dădea însă matematicienilor antici, cum nu dă nici multor istorici ai matematicii, matematicieni şi filozofi burghezi actuali, posibid:\Electronica\litatea de a înţelege aceasta Aporiile lui Zenon Punctul de vedere metafizic şi-a găsit cea mai netă exprimare în şcoala eleaţilor, ideologi ai aristocraţiei sclavagiste, duşmani înveteraţi ai dialecticii, care militau pentru învăţătura despre existenţa unică, indivizibilă şi imuabilă, împotriva dialecticii incipiente, ai cărei germeni erau prezenţi chiar la pitagoreici şi cu atît mai mult la materialiştii antici Zenon (aproximativ 450 î e n ), elevul conducătorului şcolii eleate, Parmenide, a emis o serie de „demonstraţii" ale acestei învăţături, printre care şi cele patru renumite „aporii ale mişcării" Ele sînt următoarele: 7 — Istoria matematicii in antichitate 1 Dicotomia „Nu există mişcare, deoarece ceea^ce se mişcă trebuie să ajungă pînă ia jumătatea drumului înainte de a ajunge pînă la capăt" 2 Ahile „Cel ce aleargă mai lent nu va fi niciodată depăşit de cel iute, deoarece acel care urmăreşte trebuie să ajungă mai întîi in punctul în care se afla celălalt înainte, astfel încît cel lent va poseda întotdeauna în mod inevitabil un anumit avans 3 Săgeata „Dacă despre orice lucru se poate afirma că este fie în repaus, fie în mişcare ocupînd spaţiul egal cu sine însuşi, atunci, deoarece obiectul în mişcare există întotdeauna într-un moment (instantaneu), săgeata ce zboară este imobilă" 4 Stadionul „Dacă există două şiruri de corpuri, fiecare ford:\Electronica\mat dintr-un număr egal de corpuri de volum egal ce trec unul în faţa celuilalt pe o pistă de alergat (stadion), mişcîndu-se cu viteză egală în sensuri opuse, un şir începînd de la capătul stad:\Electronica\dionului, iar celălalt de la mijlocul lui, atunci aceasta duce îa concluzia că jumătatea timpului dat este egală cu dublul acestui timp" Aporiile, redate aici după Aristotel , erau considerate de către acesta din urmă drept greşeli logice şi drept sofisme comise faţă de logica formală tradiţională Or, după cum a remarcat Lenin , importanţa filozofică a aporiilor lui Zenon consta în aceea că ele au dezvăluit adevărata contradicţie a mişcării, a spaţiului şi timpului, pe care însă Zenon nu a reuşit s-o exprime în logica conceptelor In timp ce prima pereche de aporii porneşte de la ipoteza divizibilităţii nelimitate a mărimilor continue şi o infirmă, în a doua se face ipoteza opusă asupra mărimilor continue, construite din elemente indivizibile care este apoi de asemenea respinsă Aceste ipoteze corespundeau celor două concepţii opuse asupra spaţiului ■— existente la greci: cea atomistă, care reducea spaţiul la puncte discrete (ca la pitad:\Electronica\goreici) şi ipoteza ce admitea divizibilitatea nelimitată a spad:\Electronica\ţiului, excluzînd ideea că spaţiul este format din puncte (aceasta era şi concepţia lui Aristotel) Cea de-a doua aporie diferă de prima numai prin faptul că în ea se mişcă două corpuri şi nu unul, adică „se demonstrează" imposibilitatea nu numai a mişcării absolute, ci şi a mişcării relative, de asemenea nu numai imposid:\Electronica\bilitatea ca mişcarea să înceapă, dar şi ca mişcarea, o dată înced:\Electronica\pută, să continue Aceeaşi relaţie există şi între a patra şi a treia aporie Pentru a înţelege importanţa matematică a aporiilor lui Zenon, este suficient să analizăm una dintre ele, de exemplu prima 98 Aci, punctul ce' se mişcă de la A la B trebuie să treacă mai întîi prin punctul C care împarte segmentul AB în două, apoi prin punctul D care împarte segmentul BC în două şi aşa mai departe 111 1 Dacă punem AB = 1, atunci avem (- — 4- — + • • • H -însă 2 4 8 2n ■ •j^'j'^ '-i, V,"\i>\'':'/> -:"4 :; '•' ?'î fri această sumă este egală cu 1 — — si, o dată cu creşterea lui n, ° 2n ' ea se apropie indefinit de 1 Zenon presupunea însă că segmentul este întotdeauna mai mare decît punctul — fir de nisip, care are o măsură minimă finită In acest caz, suma unui număr infinit de astfel de segmente va fi infinită, deci raţionamentul lui Zenon arată într-adevăr absurditatea acestei ipoteze In modul acesta, aporia — dificultate logică aparent irezolvabilă — constă aici în faptul că suma unei mulţimi infinite de termeni este finită ni la baza ei stă renunţarea lui Zenon la ideea divizibilităţii infinite a materiei Obiecţiile lui Aristotel pe care, în esenţă, le Te-petă şi Leibniz, împotriva „dicotomiei" lui Zenon, nu nimeresc ţinta, deoarece ele arată că nu numai spaţiul, ci şi timpul sînt did:\Electronica\vizibile la infinit Stabilind însă că segmentul AB va fi parcurs 1'' '4 1 i , •'' in 1 -1 -f- ••• unităţi de timp, nu rezolvăm de loc pro- 2 4 8 ' blema, care constă în a arăta de ce un şir de împărţiri, prin defid:\Electronica\niţie inepuizabil, se epuizează totuşi Aceasta devine clar numai atunci dacă luăm în seamă ce anume şi în ce mod descreşte peste orice limită în această împărţire întregul raţionament al lui Zed:\Electronica\non este legat de găsirea sumei unei progresii geometrice infinite, prin urmare trebuie să presupunem împreună cu Zeuthen că la mijlocul secolului al V-lea î e n fie Zenon, fie adverd:\Electronica\sarii săi se ocupau de sumarea ei Nu putem fi nicidecum de acord cu aprecierea rolului lui Zenon, dată de Van der Waerden care îl prezintă ca pe un dialectician care nu lua atitudine nici împotriva atomismului numeric al pitagoreicilor, nici împotriva ideii infinitului mic care atunci nu ar fi existat în matematica greacă Democrit Din punct de vedere logic formal — respingînd în mod corect utilizarea infinitului, atît timp cît nu i s-a dat o defid:\Electronica\niţie mai cuprinzătoare decît aceea că el nu poate fi atins — Zenon a marcat începutul acelei linii de dezvoltare a matematicii greceşti care a căutat să evite operaţii cu mulţimi infinite şi măd:\Electronica\rimi infinit mici Această linie nu a triumfat însă dintr-o dată 99 Ea a trebuit să-şi croiască drum în lupta împotriva şcolii materia-liştilor-atomişti greci, condusă de Democrit aproximativ (460—-370 î e n ) Aporiile lui Zenon, la fel ca şi descoperirea incomensud:\Electronica\rabilităţii, au reflectat caracterul intern contradictoriu, obiectiv existent, al mişcării, spaţiului şi timpului, al continuităţii şi discontinuităţii materiei Noţiunile logice ce au apărut pe baza raportului dintre mulţimile finite s-au dovedit a fi parţial inaplid:\Electronica\cabile mulţimilor infinite şi tocmai aceasta ducea la aporii, la paradoxe logice şi matematice Mai tîrziu, acestea din urmă au fost examinate de către Galilei şi Bolzano Ele nu sînt eliminad:\Electronica\te nici astăzi şi continuă să apară sub forma unor dificultăţi lod:\Electronica\gice în fundamentarea teoriei mulţimilor ce stă la baza mated:\Electronica\maticii moderne Democrit, care exprima ideologia păturilor de negustori şi prod:\Electronica\ducători ai democraţiei sclavagiste din oraşul trac Abdera, a fost, după expresia lui Marx şi Engels, „cea dintîi minte encid:\Electronica\clopedică la greci'' Diogene Laerţiu (secolul al IlI-lea e n ), care a fost unul dintre primii istorici ai filozofiei, vorbeşte de 70 de opere originale ale lui Democrit îmbrăţişînd diferite probleme ale ştiinţelor naturii, matematicii şi filozofiei din care însă nu s-au păstrat decît fragmente Fiind materialist, Democrit propovăduia eternitatea, necreabilitatea şi indestruc-tibilitatea materiei, pe care o reprezenta ca fiind formată din atomi rigizi, indivizibili şi imuabili, care diferă ca formă şi, dad:\Electronica\torită diferitelor combinaţii de poziţie şi ordine, generează înd:\Electronica\treaga varietate infinită a materiei Existenţa, alături de mated:\Electronica\rie, a spaţiului absolut vid asigura automişcarea atomilor Democrit considera mişcarea atomilor ca fiind mecanică şi nu admitea întîmplarea Lui îi aparţine prima operă de logică, Canoane, în trei cărţi, orientată atît împotriva scepticismului şi relativismului sofiştilor, cît şi împotriva idealismului pitagoreid:\Electronica\cilor şi eleaţilor , Democrit a călătorit mult; el a fost în Egipt, Persia Babilon, pasibil şi în India şi Etiopia, unde a avut ocazia să cunoască stad:\Electronica\diul în care se găseau în acele ţări ştiinţele Cu toate că cunoştind:\Electronica\ţele sale multilaterale şi profunde l-au făcut celebru în antichitad:\Electronica\te, materialismul său a provocat o ură înverşunată: Platon îl ignora pe Democrit şi ardea lucrările lui, atitudine care s-a păsd:\Electronica\trat, faţă de lucrările acestuia, timp de milenii pînă în zilele noasd:\Electronica\tre la idealiştii — filozofi şi istorici, fapt remarcat de V I Lenin Trecerea sub tăcere şi dispreţuirea lui Democrit s-au repercutat şi asupra atitudinii faţă de moştenirea 100 sa matematică referitor la care — din această cauză, — nu ne-au parvenit decît informaţii sărace Diogene Laerţiu pomeneşte de şase opere matematice ale lui Democrit Prima dintre ele este lucrarea intitulată Desp re deosed:\Electronica\birea în vederi sau despre tangenţa dintre cerc şi sferă sau într-o altă citire „Despre deosebirea în unghiuri sau despre tangenţa dintre cerc şi sferă Mai departe sînt citate Despre geometrie, Geometrice, ' Nud:\Electronica\mere, Despre liniile incomensurabile şi Ecpetasmata In lucrările sale geometrice, după mărturia lui Aristotel, a lui Arhimede şi a altor învăţaţi din antichitate, Democrit pleca de la faptul că puncd:\Electronica\tele sînt atomi ai spaţiului avînd un volum finit şi considera că în fiecare segment există un număr finit, deşi „incomprehensibil de mare" de puncte Această concepţie a fost strîns legată de reprezentările geometrice ale pitagoreicilor sau ale lui Zenon Cu ajutorul acestor concepţii, Democrit determina ariile şi volud:\Electronica\mele multor figuri, în particular volumul piramidei Democrit îşi închipuia corpurile geometrice ca formate din plăci paralele a căror grosime este egală cu un atom, fapt prin care el a anticid:\Electronica\pat metoda de mai tîrziu a indivizibilelor şi „principiul lui Ca-valieri" (1635), după care două corpuri au volume egale dacă inter-sectîndu-le cu un plan oarecare, paralel cu un plan dat, ambele secţiuni au de fiecare dată arii egale Democrit cunoştea, se pare, că o prismă triunghiulară poate fi descompusă în trei piramide cu baze şi înălţimi egale — această propoziţie a intrat în Elementele lui Euclid (cartea XII, propoziţia 7) Se pare că tocmai de aici a tras Democrit concluzia că volumul piramidei este egal cu o treime din volumul prismei cu aceeaşi bază şi înăld:\Electronica\ţime Demonstraţia riguroasă a acestei teoreme a fost dată de Eu-doxus jumătate de secol mai tîrziu Era firească pentru Democrit generalizarea acestei teoreme la piramide cu bază poligonală Deoarece cercul era considerat de Democrit ca un poligon ale cărui laturi sînt formate fiecare din doi atomi, cilindrii circulari şi conurile circulare erau pentru Democrit prisme şi piramide, a căror bază avea un număr foarte mare de laturi şi, din generalid:\Electronica\zarea teoremei lui Democrit asupra piramidelor cu bază poligod:\Electronica\nală, decurgea generalizarea acestei teoreme şi asupra conurilor In prima dintre lucrările matematice ale lui Democrit (în cazul primei variante a titlului), citate de Diogene Laertiu, era respinsă probabil părerea sofistului Protagora care afirma că, deoarece în natură nu există drepte şi cercuri ideale cu care are de-a face mated:\Electronica\matica, rezultă că o dreaptă este tangentă la cerc nu într-un punct, ci într-o mulţime de puncte După Democrit, dreapta care atinge 101 cercul are cu acesta doi atomi comuni In a doua variantă a titlului tratatului, putea fi vorba în el de unghiuri de contind:\Electronica\genţă avînd forma unui „corn"' După cum se ştie, unghiul dintre două curbe secante se măsoară prin unghiul format de tangentele lor în punctul de intersecţie, de aceea unghiul dintre două curbe tangente este egal cu zero Astfel stau lucrurile cu unghiurile formate de curbe Un asemenea unghi se defineşte ca domeniul plan cuprins între două curbe secante (sau domeniul plan cuprins între două curbe tangente) în vecinătatea punctului de intersecţie (de tangend:\Electronica\ţă) (fig 6) Pentru a simplifica lud:\Electronica\crurile să luăm drept una din curbe o dreaptă — axa X, iar pentru a doua o curbă — un cerc care să taie axa X în originea O (sau este tand:\Electronica\gent axei X în O) Dintre două und:\Electronica\ghiuri curbilinii AOX şi BOX, vom considera mai mic unghiul a cărui latură A trece în vecinătatea puncd:\Electronica\tului O dedesubtul laturii B a celuid:\Electronica\lalt Este evident că unghiul de contingenţă al oricărui cerc tand:\Electronica\gent B este mai mic decît unghiul curbiliniu al oricărui cerc C care intersectează dreapta X Să definim acum produsul unghiului de contingenţă a format de cercul tangent A de rază R, cu un număr pozitiv întreg n astfel încît acesta să fie egal cu unghiul de contin- genţă format de cercul de rază Atunci este evident că oricît n de mare ar fi n unghiul na va fi întotdeauna mai mic decît unghiul TOX (el coincide cu unghiul obişnuit) al dreptei T, tangenta cerd:\Electronica\cului C In sfîrşit, unghiul COX al cercului secant C îl vom cond:\Electronica\sidera ca sumă a unghiurilor COT 4- TOX (fig 7) In Elementele lui Euclid (cartea III, propoziţia 16) se demonstrează că „unghiul de contingenţă" este mai mic decît orice unghi ascuţit rectiliniu Deşi acest unghi este introdus sub denumirea de „unghiul segmentului" printr-o definiţie sepad:\Electronica\rată (cartea III, definiţia 7) enunţîndu-se teod:\Electronica\reme despre el — de exemplu propoziţia 31 din cartea III — Eud:\Electronica\clid nu foloseşte unghiuri de contingenţă pentru demonstraţie Or, din lucrările lui Aristotel rezultă că pînă la el unghiurile curbid:\Electronica\linii erau folosite pentru demonstraţii, de exemplu, pentru demond:\Electronica\ 102 straţia teoremei egalităţii unghiurilor de la baza unui triunghi isoscel In Elemente însă, această teoremă este demonstrată fără ajutorul unghiurilor de contingenţă; acestea au ieşit din uz din cauza disputelor legate de ele Unghiurile de contingenţă constituie un exemplu de infinit mic actual ce nu se supun aşa-numitului postulat al lui Eudoxus-Arhimede care afirmă că pentru oricare două mărimi a şi b se poate găsi un număr n, astfel încît na>b Fig 7 Prin „infinit mic actual", se înţelegea o mărime continuă indid:\Electronica\vizibilă mai departe, mai mică decît orice mărime finită Este pod:\Electronica\sibil ca interesul lui Democrit faţă de infiniţii mici actuali să fi fost legat de concepţiile sale atomiste, deoarece atomii lui Ded:\Electronica\mocrit aveau multe trăsături comune cu aceste mărimi Disputele asupra unghiurilor de tangenţă au fost reluate în sed:\Electronica\colele XIII—XVI şi aceste unghiuri au servit în secolul al XVII-lea drept prototip al indivizibililor pentru Kepler şi Cavalieri Lucrarea lui Democrit Ecpetasmata a fost consacrată proiecţiei sferei armilare (a unuia dintre cele mai vechi instrumente astrod:\Electronica\nomice) pe un plan Conform mărturiei arhitectului şi inginerului roman Vitruviu (a doua jumătate a secolului I î e n ), Democrit a scris şi lucrări consacrate problemelor perspectivei Cercetătorii au atras atenţia asupra faptului că ordinea în care Diogene Laerţiu enumera operele matematice ale lui Democrit corespunde ordinii de expunere în Elementele lui Euclid: planid:\Electronica\metria (cărţile I—VI), numerele (cărţile VII—IX), incomensurad:\Electronica\bilele (cartea X) Aceasta arată că lucrările lui Democrit, alături de altele, au pregătit apariţia Elementelor Cu toate că şcoala mated:\Electronica\rialistă a atomiştilor a existat pînă în secolul al IlI-lea î e n , isd:\Electronica\toricii idealişti antici, de exemplu Proclus, treceau sub tăcere realid:\Electronica\zările ei matematice 103 Hippias din Elis Apariţia Elementelor era pregătită şi în lucrăd:\Electronica\rile sofiştilor, filozofilor şi cercetătorilor naturii din secolele V — IV î e n , care s-au dezis de religie şi căutau o explicaţie rad:\Electronica\ţională pentru fenomenele naturii Dintre aceştia unii „mai bă-trîni" erau materialişti, în timp ce alţii, în special cei de mai tîrd:\Electronica\ziu, înclinau spre relativismul filozofic, scepticism şi idealism Dintre sofişti făcea parte şi Hippias din Elis care s-a născut în 1 1 1 1 1 1 1 y c D  B 1 \         1       1 1 1 1 j 1 / 1 / 1 / 1 / / 0 P' O1 A\ \X  Fig 8 jurul anului 460 î e n Lui i se atribuie descoperirea unei curbe speciale care ulterior a fost denumită cvadratrice (fig 8) Dacă dreapta AB se mişcă uniform rămînînd paralelă cu ea însăşi, pînă la poziţia OC şi în acelaşi timp raza OA se roteşte uniform în jurul lui O pînă la poziţia OC, atunci locul geometric al puncted:\Electronica\lor de intersecţie ale dreptei şi razei va fi cvadratricea, mai exact o parte a ei, deoarece curba are ramurile infinite Dacă punem OA = a, ecuaţia ei în coordonate rectangulare va f î y = x ctg , 2a de unde obţinem că y0 - OD = lim r ctg™- = Hippias a folosit această curbă pentru rezolvarea problemei (împărţirii unui unghi în trei părţi egale) : „trisecţiunea unghiului" Pentru a împărţi un unghi ^POA în trei părţi egale, coborîm o perpendicu- Iară PP' pe OA, apoi construim AQ' —— AP', construim Q'Q paralel cu P'P şi pînă la intersecţia Q cu cvadratricea, atunci ^ QOA = ~^POA i04 Alături de problemele „cvadraturii cercului" şi de „duplicarea cubului", „trisecţiunea unghiului" a fost una dintre cele trei prod:\Electronica\bleme celebre ale geometriei încercările de a rezolva exact aceste probleme cu ajutorul compasului şi al riglei (şi cu respectarea proced:\Electronica\deelor permise de tradiţie în folosirea acestor instrumente) au continuat timp de două milenii Deoarece Hippias folosea pentru rezolvare curba sa, această rezolvare era considerată nepermisă Dar, aproximativ în acelaşi timp, exista un alt procedeu de rezolvare care, deşi foloseşte numai rigla, tod:\Electronica\tuşi nu corespunde numai procedeed:\Electronica\lor admise, procedeu ce a intrat apoi în Elementele lui Euclid (cartea I, postulatele 1,2) Aceasta este aşa-numita p y metodă a alunecării Pentru a îmd:\Electronica\părţi unghiul ABC în trei părţi egale (fig 9), ducem AC perpendicular pe BC şi AE paralel cu BC Apoi marcăm pe riglă punctele D şi E, astfel încît DE = 2AB şi rotim rigla în jurul punctului B deplasînd-o totd:\Electronica\odată pînă cînd E cade pe AE, D pe AC Efectuînd astfel construcd:\Electronica\ţia lui DE, observăm că dacă F este mijlocul lui DE, atunci în triunghiul dreptunghic ADE avem DF = AF = FE, prin urmare, şi AF = AB\ aceasta înseamnă că ABF este un triunghi isoscel, de aceea -if^ABF = Ş^AFB Insă şi triunghiul AEF este isoscel, de aceea AEF = ^FAE, prin urmare ^ AFB = 2 AEF = = 2$; CBF în modul acesta CBF = y CB A Imposibilitatea trisecţiunii unghiului în cazul general cu ajud:\Electronica\torul compasului şi al riglei a fost demonstrată numai după ce Leonardo Pisano (Fibonacci, aproximativ 1170—1230) a arătat că o ecuaţie cubică cu coeficienţi întregi (şi la rezolvarea acesteia se reduce problema trisecţiunii unghiului), în cazul general nu poate fi rezolvată numai cu ajutorul numerelor raţionale şi al iraţionalităţilor pătratice Cvadratricea lui Hippias, care putea desigur servi şi pentru împărţirea unghiului nu numai în trei părţi, ci şi în orice număr de părţi egale, a fost folosită de Dinostrate (aproximativ 350 î e n ) pentru rezolvarea problemei cvadraturii cercului Acesta a fost fratele ku Menechmus despre care vom vorbi mai încolo Dinos-' «& •Ajf f * tf - • 'wx TV • 2 a ' » } , , Sti-y trate a demonstrat că OD = — , nu cu ajutorul trecerii la lid:\Electronica\ 1G5 mită, ci prin metoda reducerii la absurd a celor două ipoteze ce exclud această egalitate: OD — > folosind o relaţie TC Tt pe care noi o scriem astfel: sin a X~     -i A 0    3   Fig 16 Fig 17 De această soluţie se leagă cea atribuită lui Platon Dacă segd:\Electronica\mentele date şi mediile proporţionale le aranjăm în cruce (fig 18) în aceeaşi ordine în care ele se succed în proporţie, şi ducem segmentele AM, MN, NB atunci este clar că unghiurile AMN şi MNB vor fi drepte Figura AMNBO unde AO şi BO sînt date, iar unghiul AOB este drept, poate fi construită cu ajutorul a două echere Aşezăm unul din ele astfel încît una din laturile sale să treacă prin B, iar vîrful să se găsească pe prelungirea lui AO Apoi facem ca al doilea să alunece pe prid:\Electronica\mul, astfel încît una din latud:\Electronica\rile sale să treacă prin A, şi înd:\Electronica\cercăm, rotind cu cît trebuie primul echer, să obţinem ca vîrful celui de-al doilea echer să cadă pe OC  C           0    B   Fig 18 8* 115 Teetet din Atena (aproximativ 414—369 î e n ), elev al lui Teodor din Cirene, a adus două contribuţii importante în mated:\Electronica\matică, care au intrat mai tîrziu în Elementele lui Euclid în primul rînd, el a dat o clasificare a iraţionalităţilor în afară de segmentele comensurabile şi incomensurabile cu |/a, se introduce aşa-numita medială (în notaţia noastră y J/a |' b, unde a şi b sînt comensurabile), apoi binomiala J/a 4- ^b, prima bime-dială ]/~fiT\/F + l/ \Jc~~ foT, unde produsul ]/ Xj'oT ]/V ]/ ]jV este raţional şi a doua bimedială ]/ [/a )fb 4r yjYc ^d, unde produsul ]/ l/a }'~b ]/ ]/c J/d este iraţional, însă are forma ]/e Aceste şase tipuri de mărimi formează prima hcxadă, în care produsul pătratelor celor doi termeni ce formează mărimea dată este întotdeauna raţional A doua hexadă a iraţionalităţilor diferă de prima prin faptul că produsul amintit mai sus este iraţional Cea de-a treia şi a patra hexadă sînt analoge cu prid:\Electronica\mele două, diferind de ele numai prin faptul că în locul adunării avem o scădere; mărimea de forma ■—ţ/6 (în scrierea noastră) se numeşte rest sau apotemă In Elementele lui Euclid, clasid:\Electronica\ficării şi proprietăţilor iraţionalităţilor le este consacrată a doua parte a'cărţii X (propoziţiile 21—115) Lui Teetet îi aparţine de asemenea, într-o măsură sau alta, cond:\Electronica\strucţia celor cinci poliedre regulate ce au intrat apoi în cartea XIII a Elementelor lui Euclid Eudoxus din Cnidos Predecesorul direct al lui Euclid a fost Eudoxus din Cnidos (aproximativ 408-—355 î e n ), elev al lui Arhitas din Tarent, şeful şcolii cizice (din Cyzicus) care, cu toate legăturile sale cu pitagoreicii şi platonicienii, s-a ridicat împotriva înţelegerii speculative a naturii, împotriva astrologiei si a altei mistici, şi s-a pronunţat pentru observaţie şi experid:\Electronica\ment, pentru o explicaţie pur ştiinţifică a fenomenelor Eudoxus a fost nu numai un mare matematician, ci şi un astronom care şi-a însuşit, în timpul şederii sale în Egipt (aproximativ 380 î e n ), cunoştinţele de astronomie ale egiptenilor, a construit observatorul Cnidos şi a creat prima teorie pur matematică a mişcării planetelor Cea mai importantă contribuţie a lui Eud:\Electronica\doxus în matematică este teoria rapoartelor După descoperirea incomensurabilităţilor, vechea teorie pitagoreică, bazată pe inte- gri legerea raportului a două segmente ca raport a două numere întregi—şi de aceea aplicabilă numai pentru mărimi comend:\Electronica\surabile — nu mai putea servi la rezolvarea problemelor de geometrie De aceea geometrii căutau să evite rapoartele, înlo-cuindu-le, acolo unde era posibil, prin alte metode Aceasta şi-a găsit un reflex în Elementele lui Euclid ale cărui prime patru cărţi operează fără rapoarte, în locul lor fiind folosite adesea procedee foarte ingenioase Dar aceleaşi probleme (şi chiar sub o formă mai generală) se rezolvă în cartea VI a Elementelor cu ajutorul rapoartelor, după ce cartea V expune teoria generală a rapoartelor lui Eudoxus, în care lucrul cel mai esenţial este faptul că noţiunea de „raport'" este aplicată în cadrul ei atît segmentelor comensurabile, cît şi segmentelor incomensurabile Deoarece din punctul de vedere al anticilor, segmentele incod:\Electronica\mensurabile nu puteau fi comparate între ele cu ajutorul numed:\Electronica\relor (deoarece lipsea noţiunea de număr iraţional), trebuia creată o altă noţiune, diferită de număr, care era tocmai „rad:\Electronica\portul" Fără acesta nu putea fi examinată în cazul general pro-porţionalitatea segmentelor, prin urmare nici asemănarea triun-ghiurilor etc Noţiunea de rapoit este explicată în trei definiţii (Euclid, Elemente, cartea V, definiţiile 3, 4, 5) în primul rînd, se stabileşte că condiţia necesară pentru ca două mărimi să se găsească într-un raport este omogenitatea lor, iar ca bază a raportului serveşte cantitatea în al doilea rînd, se stabileşte că nu toate mărimile omogene au între ele un raport; pentru ca două mărimi omogene A şi B să aibă un raport, este necesar ca, în cazul A > B, să existe un număr n, astfel încît A nB rezultă că mC ^ nD şi din mA ^ nB rezultă că mC — K Atunci pentru ariile b si B va avea 4 loc de asemenea raportul = |—j Continuînd acest proces, adică înscriind succesiv poligoane regulate cu 16 laturi c si C, cu 32 laturi e şi E şi aşa mai departe, vom păstra, în primul rînd pentru •ii i- " * i e (Â\t / ■ * ariile lor acelaşi raport — = — = — =■— = ••• = — si, in al 1 A r C E [dJ ' ■ doilea rînd, poligoanele înscrise vor epuiza tot mai mult cercurile A" şi K Conform lemei lui Eudoxus, dacă dintr-o mărime M scăd:\Electronica\dem mai întîi o mărime mai mare decît jumătatea lui M, iar apoi din rest — o mărime mai mare decît jumătatea lui şi aşa mai departe, atunci după un număr suficient de mare de paşi restul poate fi făcut întotdeauna mai mic decît orice mărime m dată dinainte Prin urmare, părţile rămase ale cercurilor pot fi făcute oricît de mici Deşi foloseau practic trecerea la limită, grecii nu şi-au creat o noţiune a acesteia, şi cu atît mai mult nu dispuneau de o teorie a limitelor De aceea, pentru a demonstra că nu numai polid:\Electronica\goanele regulate, înscrise cu număr crescător de laturi şi care epuizează tot mai mult cercul, se raportează între ele ca pătratele diametrelor, dar că acelaşi raport îl au şi cercurile circumscrise lor, ei foloseau demonstraţia prin reducere la absurd Grecii ară- r "fi f " ",i"' -!,Y ',v- 'a-; /"a j'■■'i ' - « k tau că ipotezele contrare, cum că raportul ariilor, cercurilor,—, ar fi mai mare sau mai mic decît raportul pătratelor diamed:\Electronica\trelor, duc la contradicţii Însăşi metoda de demonstraţie prin reducere la absurd poartă amprenta evidentă a originii sale din disputele politice şi judecătoreşti —■ ea fiind utilizată pentru a demonstra că prin reducere la absurd partea adversă nu avea dreptate Iniţial metoda exhaustiei era aplicată doar pentru demond:\Electronica\strarea teoremelor obţinute cu ajutorul unor alte metode, în special cu ajutorul indivizibilelor, a căror aplicabilitate era pusă la îndoială Un secol şi jumătate mai tîrziu însă, Arhimede, care şi el a aplicat metoda indivizibilelor ca metodă euristică, a perfecţionat totodată metoda exhaustiei, rezolvînd foarte ingenios, cu ajutorul ei, diverse probleme de arii şi volume 119 Algebra geometrică Aplicarea ariilor Descoperirea incomend:\Electronica\surabilităţii, imposibilitatea de a exprima raportul a două segd:\Electronica\mente arbitrare printr-un raport de numere întregi, a dus la faptul că grecii au început să folosească nu rapoarte aritmetice, ci rapoarte geometrice pentru exprimarea rapoartelor generale dintre mărimi La ei s-a creat o „algebră geometrică" sui-g eneris Tocmai din această cauză, şi nicidecum din cauza unei predisd:\Electronica\poziţii speciale a „spiritului grec" pentru forme geometrid:\Electronica\ce, aşa cum o afirmă idead:\Electronica\liştii, geometria a început să joace la greci rolul algebrei Pentru a rezolva ecuaţia ax = b- grecii considerau pe b2 ca o arie dată, a — ca un // 3 B segment dat, x ■— ca un seg- Fig 20 inent necunoscut Problema se reducea la construirea unui dreptunghi cu arie dată şi cu o latură dată sau, după cum spud:\Electronica\neau ei, la „aplicarea" (7rapaPoX>j) ariei segmentului dat Dacă AB = a şi AC DE = b2 este dreptunghiul construit pe prelund:\Electronica\girea segmentului AB, atunci construcţia lui x se face astfel (fig 20): prelungim pe DE pînă la punctul F în care DE interd:\Electronica\sectează perpendiculara BF pe AB, apoi unim punctele F şi A şi prelungim pînă la intersecţia cu prelungirea lui DC în puncd:\Electronica\tul G, în sfîrşit ducem JH paralel cu AB pînă la intersecţiile J şi H cu prelungirile EA şi FB Este uşor de observat eă dreptund:\Electronica\ghiurile ABHJ şi ACDE sînt egale, deoarece se obţin prin scăd:\Electronica\derea unor arii egale din triunghiurile egale FHG şi FGD, prin urmare x = CG = AJ = BH Astfel de probleme au fost incluse în Elementele lui Euclid (cartea I, propoziţiile 44, 45) pătratelor ACKL — NFMK ' /   / F   — x se poate ob- drept catetă CE în i - asa cum am si = f*arj = — x\ ■ în modul acesta, ţine, cu ajutorul „teoremei lui Pitagora' triunghiul CED, unde CD = b si CE = 2 • - făcut O construcţie analogă se folosea şi în cazul aplicaţiei hiperd:\Electronica\bolice a ariei (de la t>7tep(îoXYj —exces), cînd se cerea să se cond:\Electronica\struiască (fig 22) pe un segment dat AB = a un dreptunghi ABHJ cu aria ax, egal cu un pătrat dat b2, astfel încît partea excedentară a ariei faţă de dreptunghi să fie un pătrat (AEFJ= = x2) Această problemă corespunde rezolvării ecuaţiei pătrad:\Electronica\tice ax + x2 = b2 Aici FM = BC şi CE = DA Metoda aplicării ariilor care dă sub forma geometrică soluţiile pozitive reale ale ecuaţiilor pătratice era aplicată în primul rînd pentru construirea unui poligon regulat înscris în cerc, al cărui număr de laturi este egal cu 5-2™ sau 3-5-2™, şi o rază sau o latură este dată Mai tîrziu cele trei cazuri de aplicare a ariilor au fost legate de secţiunile conice Descoperirea acestora din urmă se atribuie lui Menechmus, fratele lui Dinostrate, care a trăit în mijlocul secolului al IV-lea î e n Ca şi fratele său care a folosit pentru rezolvarea problemei trisecţiunii unghiului cvadratricea descod:\Electronica\perită de Hippias din Elis (secolul al V-lea î e n ), Menechmus se ocupa de rezolvarea problemei duplicării cubului După cum 121 K Fig 22 am văzut, această problemă se reducea la găsirea a două medii proporţionale x şi y între segmentele a şi b din a : x = x : y = = y : b, unde, prin urmare, x2 = ay, y2 = xb, xy = ab, pentru cazul particular b = 2a După cum comunică Eutokios (aproxid:\Electronica\mativ 500 e n ), Menechmus a 3 C A £ descoperit (aproximativ 350 î e n ) că legătura dintre segd:\Electronica\mente, din primele două ecuad:\Electronica\ţii, exprimă o proprietate (aşa cum am spune acum) a coordod:\Electronica\natelor carteziene ale unei anud:\Electronica\mite curbe ce se obţine prin secţiunea unui con circular l M dreptunghic printr-un plan perd:\Electronica\pendicular pe generatoare şi analog pentru cea de-a treia ecuaţie — proprietatea curbei ce se obţine prin secţiunea unui con cu unghi obtuz printr-un plan perpendicular pe generatoarea sa Dacă OBC reprezintă secţiunea conului dreptunghic (fig 23), care trece prin axa OK, şi AH este urma secţiunii ce trece perpendicular pe OB şi pe planul figurii, atunci punctul N de intersecţie a lui BC şi AH va fi urma punctului P al curbei Deoarece BC este diad:\Electronica\metrul secţiunii circulare a cod:\Electronica\nului, are loc egalitatea NP2 = = BN- NC sau, deoarece BN = = 1/2 AN şi NC = Y2 ■ CH = = Y2 ■ AO, ' NP2 = 2- AO - AN; sau dacă notăm AN = x, NP = y, AO = p, y2 = 2px Analog Menechmus a putut să obţină şi ecuaţia respectivă (desigur în expresie verbală) a hiperbolei echilaterale, mai întîi în raport cu axele ei, iar apoi şi în raport cu asimptotele Menechmus construia cea de-a treia secţiune conică — elipsa care sub forma proiecţiei cercului sau a secţiunii înclinate a unui cilindru cird:\Electronica\cular nu putea să nu fi fost cunoscută grecilor, prin acelaşi prod:\Electronica\ dig 23 122 eedeu ca şi secţiunea unui con circular drept cu unghiul ascuţit, printr-un plan perpendicular pe generatoarea sa In afară de teoria proporţiilor, lui Eudoxus îi aparţine, după cum afirmă Arhimede în prefaţa la cartea I a lucrării sale Despre sferă şi cilindru, demonstraţia teoremelor că volumul piramidei este egal cu o treime din volumul prismei cu aceeaşi bază şi înălţime, şi că volumul conului este egal cu o treime din volumul cilindrului de aceeaşi bază şi înălţime, precum şi demonstraţia teoremei cu privire la proporţionalitatea dintre volumele sfed:\Electronica\relor şi cuburile diametrelor lor Lucrarea pierdută de astronomie a lui Eudoxus Despre viteze conţinea teoria sferelor concentrice — prima încercare de a da o explicaţie pur geometrică a iregularităţilor aparente în mişd:\Electronica\cările planetelor, precum şi a mişcărilor aparente mai simple ale Soarelui şi Lunii Eudoxus, ca şi toţi pînă la Kepler, considera că mişcările corpurilor cereşti sînt circulare, aceste mişcări circud:\Electronica\lare fiind realizate cu ajutorul unor sfere concentrice cu centrul comun situat în centrul Pămîntului Ipoteza geometrică imad:\Electronica\ginată de Eudoxus, care era în bună concordanţă cu faptele obserd:\Electronica\vate, reprezenta, pentru ace] timp, o realizare remarcabilă a gîndirii abstracte Aristotel (384—322 î e n ), unul dintre cei mai mari gînditori ai antichităţii, nu a scris în mod special lucrări cu caracter mad:\Electronica\tematic, sau despre matematică; în lucrările sale de filozofie şi de ştiinţe ale naturii se întîlnesc totuşi destule afirmaţii ce prezintă un mare interes pentru istoria matematicii şi care caracd:\Electronica\terizează starea acestei ştiinţe în perioada imediat precedentă Elementelor lui Euclid La Aristotel găsim expuse principiile fundamentale care trebuie respectate la construirea unui sistem deductiv In lucrările sale este explicată esenţa axiod:\Electronica\melor, a postulatelor, a definiţiilor, a ipotezelor şi a demonstrad:\Electronica\ţiilor Prin axiome, pe care el le numeşte „păreri comune", Aristotel înţelege propoziţiile general admise în toate ştiinţele, in timp ce prin postulate, el înţelege ipotezele admise fără ded:\Electronica\monstraţie în vreo ştiinţă oarecare particulară Definiţiile nu includ în sine, de regulă, afirmaţia despre existenţa obiectului definit; această existenţă (de exemplu, a triunghiului) mai tred:\Electronica\buie încă demonstrată 0 excepţie o constituie definiţiile noţiud:\Electronica\nilor fundamentale— unitatea, punctul, linia Construcţia serd:\Electronica\veşte drept demonstraţie a existenţei Totuşi, figurile construite de geometru servesc numai ca o ilustraţie: el nu construieşte 123 demonstraţia sa pe figura particulară dată şi ipoteza sa nu va deveni greşită dacă linia desenata de el nu are exact lungimea pe care el a presupus-o Aceste teze ale lui Aristotel îndreptate împotriva înţelegerii platoniene a obiectului matematicii şi-au găsit un reflex la Euclid In legătură cu explicarea propoziţiei că obiectul filozofiei este existentul ea atare, Aristotel — dorind să arate că o aceeaşi ştiinţă poate avea de-a face cu o cantitate mai mare de conţinut eterogen — se exprimă relativ la noţiunile matematice, sublid:\Electronica\niind că ele sînt abstracţii ale obiectelor din lumea reală El scrie: „Şi în privinţa existentului, ca exemplu serveşte acea exad:\Electronica\minare căreia matematicianul îi supune obiectele obţinute pe calea abstractizării El face această examinare eliminînd complet toate proprietăţile senzoriale, de exemplu greutatea şi uşurinţa, rigiditatea şi opusul [ei], mai departe — căldura şi frigul şi toate celelalte contrarii senzoriale, şi păstrează numai deterd:\Electronica\minarea cantitativă şi continuitatea, la unele într-o singură direcţie, la altele în două, la altele — în trei, precum şi prod:\Electronica\prietăţile acestor obiecte, în măsura în care acestea din urmă sînt definite cantitativ şi continuu, dar nu dintr-o altă latură oared:\Electronica\care ; şi la unele obiecte el analizează poziţiile în care ele se găsesc unele faţă de altele şi ceea ce este legat de aceste poziţii, la altele — comensurabilitatea şi incomensurabilitatea lor, la altele — rapoartele lor [reciproce], însă noi admitem totuşi o aceeaşi ştiinţă pentru toate aceste obiecte, si anume — geometria" ' Aristotel dă următoarea definiţie a continuităţii: «Continuul» este ca atare ceva adiacent; eu vorbesc de continuu cînd frond:\Electronica\tiera, după care se ating două obiecte ce urmează unul după altul, devine pentru amîndouă una şi aceeaşi şi, după cum arată denumirea, nu se întrerupe, iar aceasta este imposibil cît timp la ele există două margini" poziţie se numeşte unitate, iar indivizibilul în toate privinţele şi avînd poziţie—punct; dacă [ceva este divizibil] într-o anumită privinţă [el se numeşte] linie, [ceea ce este divizibil] în două privinţe [se numeşte] plan, [ceea ce este divizibil] după cantitate oarecare, şi anume în trei direcţii — corp Şi dacă mergem în ordinea inversă, ceea ce este divizibil în două rapoarte este planul, ceea ce este divizibil într-un singur raport — linia, ceea ce nu este de loc divizibil după cantitate, punctul şi unitatea, —unitatea neavînd poziţie, iar punctul avînd poziţie" Aristotel opunea în mod metafizic continuitatea şi discontinuid:\Electronica\tatea ca contrarii ce se exclud între ele De aceea el considera că linia nu poate fi formată din puncte El scrie: „Dacă există continuitate, tangenţă şi succesivitate în sensul în care aceasta s-a definit mai sus, sînt anume continue acele obiecte ale căror margini se contopesc într-una ; sînt tangente acelea la care ele sînt comune; sînt succesive, unul după altul acelea între care nu există nimic înrudit cu ele, ■— nici un continuu nu poate consta din părţi indivizibile, de exemplu linia din puncte, dacă linia este continuă, iar punctul indivizibil Doar marginile punctelor nu formează ceva unic, deoarece indivizibilul nu are nici margine şi nici o altă parte ; şi frontierele extreme nu se găsesc în acelaşi loc, deoarece indivizibilul nu are o frontieiă extremă, întrucît frontiera extremă şi acel ceva căruia ea îi aparţine sînt distincte Mai departe, punctele din care s-ar compune continuul trebuie ori să fie continue, ori să se atingă între ele (acelaşi raţionament este aplicabil şi tuturor indivizibilelor) Este de asemenea evident că tot ce este continuu este divizibil în părţi totdeauna divizibile (şi cantităţile, şi timpul, şi mişcarea)" Infinitul este ceea ce nu poate fi parcurs, el nu stă pe loc, ci devine Urmînd această concepţie, Aristotel descoperă totodată şi contradicţii Pe de o parte, el considera că infinitul în mic este indefinit divizibil, adică admitea numai infinitul în potentă Insă atribuia aceasta numai infinid:\Electronica\tului fizic, numai obiectelor senzoriale: pentru matematică el admitea şi infinitul actual Totodată, Aristotel remarca că infid:\Electronica\nitul nu este o simplă repetare a unui acelaşi lucru, ci duce întotd:\Electronica\deauna la ceva nou, dar şi aici el cade din nou în contradicţie, declarînd că este imposibil de depăşit orice mărime prin adăud:\Electronica\gare, chiar în mod potenţial Aristotel considera că, întrucît matematica are drept obiect nu lucrurile reale, ci abstracţii ale acestora, în ea nu poate fi admisă folosirea mişcării Analizînd învăţăturile filozofilor care şi-au propus ca problemă să cunoască obiectele imperceptibile prin simţuri, el scria: „In ceea ce priveşte aşa-numiţii pitagod:\Electronica\reici, ei folosesc principii şi elemente mai puţin obişnuite decît filozofii naturii (cauza constă aici în aceea că ei au ajuns la aceste principii nu pornind de la lucrurile senzoriale, deoarece obiectele matematice sînt străine mişcării cu excepţia acelora ce se referă la astronomie); îşi concentrează asupra naturii însă toate raţionamentele şi preocupările lor " Totodată, din consideraţii de rigoare logică, ce nu admit ca demonstraţiile să treacă de la un gen la altul, Aristotel rupe geometria de aritmetică El declară: „Prin urmare [propoziţiile] pe baza cărora se face demonstraţia pot fi aceleaşi, însă în [ştid:\Electronica\inţele] al căror gen este diferit, ca de exemplu [genul] aritmed:\Electronica\ticii şi geometriei, nu este bună demonstraţia aritmetică a [proprietăţilor] întîmplătoare ale mărimilor, dacă [aceste] mărimi nu sînt numere" Descoperind în ele eroarea logică numită petitio principi [cînd se ia în mod greşit drept propoziţie demonstrabilă aceea care trebuie să servească drept premisă şi invers, se ia ca premisă (baza demonstraţiei) ceea ce este o consecinţă a tezei], Aristotel se exprimă asupra încercărilor de a da demonstraţia paralelisd:\Electronica\mului dreptelor plecînd de la egalitatea unghiurilor corespond:\Electronica\dente: „Astfel procedează [de exemplu] acei care vor să ducă linii paralele In adevăr, ei înşişi, fără să ştie aceasta, pun [la baza demonstraţiei] tocmai ceea ce nu poate fi demonstrat, dacă [liniile] nu sînt paralele" In modul acesta, Aristotel consideră că egalitatea unghiurilor corespondente este o consecinţă a paralelismului şi nu invers In problema privind faptul că matematica nu trebuie să folod:\Electronica\sească în demonstraţiile sale mişcarea şi că geometria nu trebuie să folosească demonstraţiile aritmetice, concepţiile lui Aristotel şi Platon coincideau, însă ele se deosebeau în ceea ce priveşte originea şi esenţa noţiunilor matematice, care, după Platon, ba aparţin lumii de dincolo a ideilor, ba ocupă o poziţie intermed:\Electronica\diară între aceasta şi lumea lucrurilor senzoriale Concepţiile lui Aristotel au fost însuşite în apreciabilă măsură de către Euclid, după cum ne vom convinge mai departe E drept, acesta din urmă s-a îndepărtat puţin de Aristotel în definiţiile date unităţii şi punctului, păstrînd definiţiile liniei, suprafeţei şi corpului geo- 126 metric; s-a depărtat complet de el în înţelegerea continuităţii, însă a admis în principiu cerinţa lui metodologică în ceea ce priveşte inadmisibilitatea aplicării în geometrie a mişcării şi a aritmeticii, cu toate că în fapt Euclid însuşi a încălcat acest principiu; de asemenea el a tratat liniile paralele ca Aristotel Pentru a nota mărimi, Aristotel a folosit literele alfabetului Aceste notaţii le-a folosit pe larg Euclid, iar după ce între litere au început să fie scrise semnele aritmetice, această metodă a devenit metoda algebrei literale CAPITOLUL IV MATEMATICA ÎN ŢĂRILE ELENISTICE Elenismul La sfirşitul secolului al IY-lea î e n după campaniile lui Alexandru Macedon, a fost creat un imens imperiu, de scurtă durată, care includea Grecia, Egiptul, Mesopotamia, Persia, Asia Mică, ţărmul Mării Negre şi o serie de alte ţări din jurul Mării Mediterane şi din Orientul Apropiat şi Mijlociu După moartea lui Alexandru, imperiul său s-a descompus în statul Ptolemeilor în Africa, statul Seleucizilor în Asia şi o serie de state mai mici, însă relaţiile reciproce dintre diferitele popoare ale imperiului lui Alexandru stabilite în timpul campaniilor sale au exercitat o influenţă excepţională asupra culturii acestor ţări Savanţii acestor ţări îşi însuşesc reciproc rezultatele ştiinţifice şi, în primul rînd, rezultatele ştiinţei antice greceşti; limba greacă şi multe obiceiuri ale grecilor se răspîndesc în cercurile culte din toate aceste ţări Aceste cercuri sînt supuse, după cum se spune, eleni-zării Ţările în care a avut loc această elenizare se numesc ţări elenistice, iar întreaga perioadă de existenţă a acestor ţări se nud:\Electronica\meşte perioada elenismului Baza economică a ţărilor elenistice o constituia aceeaşi orînduire sclavagistă ce domnea în aceste ţări înainte de campaniile lui Alexandru, însă pe primul loc se ridică în aceste ţări elita -militară, din mediul căreia provin şi dinastiile regale a Ptoled:\Electronica\meilor şi Seleucizilor Perioada elenismului a durat pînă la cucerirea ţărilor elenistice de către Roma, care s-a încheiat în primul secol î e n Cele mai mari centre culturale ale ţărilor elenistice au fost Alexandria, Antiohia, Pergamul si insula Rodos Şcoala alexandrină Cea mai mare importanţă o capătă în această perioadă Alexandria, întemeiată de Alexandru în 332—331 î e n în Egipt, care a devenit mai tîrziu capitala statului Ptoled:\Electronica\meilor In Alexandria se adunaseră bogăţiile jefuite în cursul răzd:\Electronica\ 128 boaielor Oraşul fiind situat la încrucişarea drumurilor comerciale dintre Orient şi Occident, a luat cu timpul o mare dezvoltare cod:\Electronica\merţul maritim; pe baza exploatării crunte a muncii sclavilor, au înflorit meşteşugurile S-au îmbogăţit păturile privilegiate ale societăţii—-proprietarii de sclavi şi, în primul rînd, elita ptole-meică de la curte Spre deosebire de cultura greacă clasică, cultura alexandrină era caracterizată printr-o mai mare specializare, prin particularităţile ei individuale Centrul ştiinţei era Muzeul, unde se păstrau cîteva sute de mii de suluri de manuscrise Ca niciodată, ştiinţa era subvenţionată cu dărnicie de către dinastia Ptolemeilor f -f- n v j care concurau cu celelalte monarhii elenistice Aici, în Alexandria, după cum remarcă Engels , pentru prima dată, din ştiinţa iniţial nediferenţiată care reunea filozod:\Electronica\fia, matematica şi ştiinţele naturii, au început să se separe ştiinţe de sine stătătoare Acestea au fost astronomia, matematica şi med:\Electronica\canica, ca germeni ai ştiinţelor naturii exacte şi sistematice înflorirea matematicii, la fel ca şi a ştiinţelor naturii şi a ştiind:\Electronica\ţelor tehnice, a fost provocată direct sau indirect de cerinţele practice ale societăţii din perioada alexandrină Acumularea de bogăţii materiale şi de rezerve de arme a dus la trecerea de la armata de miliţie la armatele de profesiune, permanente, cu un efectiv numeros, la mercenari, iar, în legătură cu aceasta, la noi procedee de ducere a războiului, prin urmare, şi la o nouă tehnică militară Dezvoltarea construcţiilor vaselor de război, a turnud:\Electronica\rilor şi a berbecilor de luptă, a aruncătoarelor pentru asediere, ridicarea de cetăţi şi faruri, crearea de hărţi geografice, ordonarea calendarului — toate acestea impuneau dezvoltarea mecanicii, astrod:\Electronica\nomiei, deci şi a matematicii Ptolemeii, care tindeau la o imid:\Electronica\taţie de paradă a culturii clasice greceşti şi a celei egiptene antice, ridicau palate, creau construcţii hidrotehnice, ceea ce de asemenea a contribuit la dezvoltarea cunoştinţelor tehnice, a cunoştinţelor de ştiinţele naturii, prin urmare, şi a cunoştinţelor matematice Deşi în condiţiile societăţii sclavagiste, ştiinţa a atins în Alexand:\Electronica\dria o dezvoltare apreciabilă, ea purta pecetea acestei orînduiri sociale Noile realizări ale tehnicii se mărgineau la domeniul artei militare şi al construcţiilor, forţa motoare de bază rămînînd munca fizică a oamenilor şi a animalelor; în producţie se foloseau unelte de mînă grosolane Proprietarii de sclavi şi ceilalţi cetăţeni liberi priveau cu dispreţ activitatea productivă, munca, considerînd munca fizică ca nedemnă de un om liber şi numai o mică parte a acestora se ocupa de munca intelectuală — de conducerea statud:\Electronica\lui, de ştiinţe si de artă Dar cunoştinţele ştiinţifice şi matematice 9 — Istoria matematicii în antichitate erau folosite doar într-o măsură relativ mică în practică ; în esenţă, ele ocupau timpul liber al amatorilor aleşi Filozofia, care exprima ideologia clasei dominante a orînduirii sclavagiste în descompunere, se dezvolta în totală izolare de ştiind:\Electronica\ţele naturii Aceasta era — în toate cele trei variante fundamend:\Electronica\tale ale sale, în neoplatonism, neopitagoreism şi iudaismul aled:\Electronica\xandrin ■— filozofia degenerării şi decăderii pătrunsă de ideile mistice ale celor mai variate secte religioase orientale In ceea ce priveşte matematica, raportul ei cu practica şi cu filozofia avea întrucîtva un alt aspect decît cel al ştiinţelor nad:\Electronica\turii Matematica găsea totuşi mai multă aplicaţie în practică ded:\Electronica\cît ştiinţele naturii slab dezvoltate şi legătura ei cu filozofia a fost incontestabilă Ruperea de munca productivă a acelor pături sociale din ale căror rînduri ieşeau matematicienii s-a manifestat în împărţirea menţionată a matematicii în aritmetică şi geomed:\Electronica\trie, pe de o parte, şi în logistică şi geodezie, pe de altă parte Această împărţire asupra căreia a insistat încă Platon, precum şi Aristotel, împărţire ce nu recunoştea matematica aplicată drept ştiinţă şi o trecea printre meşteşuguri, începu să se manifeste şi în matematica alexandrină In concepţiile lui Arhimede şi a iui Heron, însă, această discriminare a întîmpinat o rezistenţă Abia mai tîrziu, în secolele I— II e n , această împărţire a fost legad:\Electronica\lizată, transformîndu-se într-o tradiţie dăunătoare Acest fenomen era condiţionat de subminarea bazelor orînduirii sclavagiste, de lichidarea ultimelor rămăşiţe ale formelor patriarhale ale sclavad:\Electronica\gismului, de lichidarea funcţiilor de conducere şi de organizare a proprietarilor de sclavi, de transformarea acestora din urmă înd:\Electronica\tr-o clasă parazitară care dispreţuia orice muncă, inclusiv cea inted:\Electronica\lectuală Cu toată această contradicţie internă, matematica culturii alexandrine, cultură ce se extindea nu numai asupra Egiptului, ci şi asupra tuturor ţărilor elenistice, reprezenta treapta cea mai înaltă de dezvoltare a matematicii din lumea antică în special, în primele timpuri, în secolul al III-lea î e n , Alexandria, care adunase de peste tot pe cei mai mari învăţaţi, a dat matematicieni remarcabili cum sînt: Euclid, Eratostene şi Apoloniu din Perga Printre aceşti învăţaţi se număra şi Arhimede, cu toate că el nu a părăsit Siracuza unde se născuse Prin nivelul său ştiinţific, prin lărgimea şi caracterul cuprinzător al obiectului şi prin fundamend:\Electronica\tarea profundă a tratării — matematica din această perioadă a lăsat mult în urmă realizările vechi, chiar cele mai înalte, ale bad:\Electronica\bilonienilor, egiptenilor şi ale grecilor înşişi 130 Euclid Deşi încercări de a expune cele mai importante cud:\Electronica\noştinţe matematice ca un anumit întreg într-o anumită ordine, legătură şi succesiune mai fuseseră întreprinse încă de Hipocrate din Chios (aproximativ 450—430 î e n ), despre care Proclus a scris că „el a fost într-adevăr primul despre care se vorbeşte că ar fi alcătuit în adevăr Elemente"—şi deşi în secolul al IV-lea î e n ele au fost continuate de către Leon, iar apoi de Teudius din Mag-nesia, abia Euclid a desăvîrşit această operă Ca şi despre viaţa majorităţii matematicienilor mari ai antichităţii, despre viaţa lui Euclid s-au păstrat doar informaţii foarte sărace Se ştie că el a trăit în Alexandria în timpul lui Ptolemeu I a cărui domnie s-a desfăşurat între anii 306 şi 283 î e n Proclus povesteşte că Ptolemeu l-ar fi întrebat pe Euclid dacă nu ar exista un drum mai scurt pentru înţelegerea geometriei, decît cel expus în Elemente, la care Euclid ar fi răspuns că „în geometrie nu există drumuri pentru regi"! Se presupune că Euclid a învăţat geod:\Electronica\metria la Atena, dar, deşi majoritatea geometrilor atenieni au fost platonicieni, de aici nu rezultă că şi Euclid ar fi fost adeptul lui Platon şi, cu atît mai mult, că ar fi scris Elementele sale numai pentru a le încorona cu poliedrele regulate „platoniene", interpred:\Electronica\tate mistic După cum povesteşte Pappus (a doua jumătate a secolului al II-lea e n ), Euclid a întemeiat în Alexandria şcoala sa proprie Conţinutul Elementelor dovedeşte respectul mare al autorului lor faţă de tradiţie, deoarece el a păstrat în ele unele noţiuni care ied:\Electronica\şiseră din uz în timpul său Deşi Euclid este autor al unei serii întregi de lucrări, el a intrat în istoria matematicii ca creator al Elementelor , în greacă StoiXstoc, ceea ce înseamnă stihii, elemente (în limba latină această operă se numeşte Elementa) Elementele lui Euclid sînt alcătuite din 13 cărţi în conţinutul cărora intră, în primul rînd, studiul figurilor geometrice plane şi, întrucît pentru aceasta sînt necesare numerele, cuprind şi învăţăd:\Electronica\tura despre numerele (pozitive) întregi şi despre fracţii 'Deoarece însă raportul figurilor spaţiale nu se exprimă întotdeauna prin numere raţionale, sînt studiate de asemenea şi mărimile geometrice incomensurabile în sfîrşit, studiul se extinde şi asupra spaţiului, asupra poziţiei reciproce şi a mărimii suprafeţelor şi volumelor cord:\Electronica\purilor Astfel, în Elemente se expun bazele planimetriei, stereo-metriei şi aritmeticii Particularitatea principală a Elementelor constă în faptul că ele sînt construite după o schemă logică unitară, că toate teod:\Electronica\ 9 131 riile conţinute în ele sînt fundamentate riguros logic, după prind:\Electronica\cipiul construcţiei disciplinelor ştiinţifice care era schiţat încă de Aristotel Propoziţia geometrică, dacă este completă, constă din 6 părţi: 1) formularea în termeni generali; 2) punerea problemei, care indică datele concrete, reprezentate de regulă sub forma unei figuri; 3) definirea sau indicarea (diorismos) în care, cu trimid:\Electronica\terea la datele concrete, se indică ce trebuie făcut sau demonstrat; 4) construcţia, în care intră adaosurile ce trebuie făcute la figură pentru a avea posibilitatea să obţinem demonstraţia ; 5) demond:\Electronica\straţia însăşi; 6) concluzia care revine asupra formulării şi, la fel cu aceasta, se exprimă în termeni generali Concluzia nu depinde de figura particulară, care constituie doar un reprezend:\Electronica\tant al unei clase întregi de astfel de figuri In unele propoziţii pot lipsi unele dintre aceste 6 părţi Uneori, trebuie adăugat încă un diorismos, în sensul indicării condiţiilor de posibilitate Elementele sînt considerate în mod just drept model al sistemud:\Electronica\lui deductiv, care duce în mod riguros, pînă la capăt, expunerea, plecînd de la teze generale şi mergînd de la acestea, la cele partid:\Electronica\culare Dar acest fapt nu înseamnă de loc că cealaltă metodă eled:\Electronica\mentară de cercetare, legată indisolubil de deducţie—inducţia— ar lipsi din Elemente După părerea unor istorici ai matemad:\Electronica\ticii şi a unor filozofi-idealişti, Elementele ar fi construite „pur deductiv", fără ajutorul inducţiei Dar inducţia, mişcarea de la particular la general, de la datele singulare ale experienţei senzod:\Electronica\riale către generalizarea raţională, către abstracţie, a participat inevitabil în formarea noţiunilor elementare, a definiţiilor lor, a postulatelor şi a axiomelor, la fel ca şi în crearea procedeului logic însuşi al deducţiei Doar toate aceste noţiuni geometrice şi procedee logice au apărut ca rezultat al experienţei repetate de nenumărate ori, ca reflectare a obiectelor, proprietăţilor şi legăturilor din lumea materială reală, existentă independent de conştiinţă Mai mult decît atît, inducţia intră sub formă implid:\Electronica\cită în orice demonstraţie şi construcţie geometrică Definiţiile, postulatele şi axiomele singure nu sînt capabile să sugereze ce trebuie demonstrat sau construit, nici calea prin care aceasta se poate realiza Şi prima şi a doua ne sînt indicate de intuiţia send:\Electronica\zorială, atît prin examinarea directă a figurii şi construirea liniilor ajutătoare, cît şi cu ajutorul intuiţiei geometrice Aceasta din urmă nu constituie o capacitate supralogică, misterioasă, înnăsd:\Electronica\cută, ci se bazează pe deprinderile cîştigate In afară de aceasta, se înţelege că inductivă este şi concluzia de la cazul particular, 132 de exemplu, de la un triunghi izolat, pentru care am demonstrat o teoremă sau alta la cazul general, la toate triunghiurile în gened:\Electronica\ral în aceeaşi situaţie cu deducţia şi inducţia se află analiza şi sinteza în Elemente Deşi Elementele nu aplică sub forma explid:\Electronica\cită metoda analitică de reducere a necunoscutului la cunoscut, cu toate acestea, fără analiză, ar fi fost imposibil să se descopere demonstraţiile Analiza se aplică întotdeauna cînd trecem de la definiţie la construcţie în afară de aceasta, o metodă atît de răspîndită în Elemente cum este metoda apagogică (reducerea la absurd sau demonstraţia prin metoda reducerii la absurd), nu este decît o variantă a analizei Din structura logică a Elementelor fac parte de asemenea „cazud:\Electronica\rile", „obiecţiile", „consecinţele" şi „lemele" Prin „caz" se înţed:\Electronica\lege faptul că o propoziţie poate lua mai multe forme (variante), în funcţie de poziţia reciprocă a elementelor figurii „Obiecţia" poate fi întîlnită atunci cînd s-a omis indicarea altor cazuri posid:\Electronica\bile Aceasta se întîlneşte de regulă la anticii, care, cunoscînd existenţa acestor cazuri, dădeau totuşi doar un singur caz, lăsîn-du-i pe elevi să găsească şi să le analizeze pe celelalte „Consed:\Electronica\cinţa" sau „corolarul" (porisma) reprezintă o teoremă secundară, găsită oarecum întîmplător în procesul demonstraţiei propoziţiei principale In sfîrşit, prin lemă se înţelegea o propoziţie ajutăd:\Electronica\toare, necesară pentru demonstraţie, fie demonstrată mai înainte, fie demonstrată ulterior (ceea ce era specificat), pentru a nu perd:\Electronica\turba msrsul demonstraţiei teoremei fundamentale Elementele lui Euclid încep cu definiţii, postulate şi noţiuni comune Caracterul definiţiilor la Euclid este diferit în majoritate, ele sînt descriptive, de exemplu, definiţia 1 din cartea I: „Punctul este ceva ce nu are părţi" Dar alături de defid:\Electronica\niţiile descriptive se întîlnesc şi definiţii nominale (verbale), în genul definiţiei 19 din cartea I: „Figurile rectilinii sînt acelea care sînt mărginite de drepte " ; definiţii genetice (care indică felul cum se obţine obiectul), de exemplu, definiţia 14 din cartea XI: „Sfera se obţine dacă păstrînd imobil diametrul semicercului, semicercul ce se roteşte revine în aceeaşi «poziţie» din care a pornit, atunci figura cuprinsă «este tocmai sfera»" şi, în sfîrşit, definiţiile axiomatice (adică acelea ce pot fi formulate sub forma axiomelor) De exemd:\Electronica\plu, definiţia 1 din cartea III: „Cercurile egale sînt acelea care au diametre egale sau raze egale" Este evid:\Electronica\ 133 dent că definiţiile descriptive şi cele nominale nu au legătura cu deducţiile care se fac apoi asupra obiectului acestor definiţii, ele sînt logic ineficiente In timp ce definiţiile preced aproape fiecare carte separat (în afară de cărţile VIII, IX, XII şi XIII), postulatele (în număr de cinci) şi noţiunile generale sau axiomele (nouă) sînt aşezate înad:\Electronica\intea întregii opere, în prima carte Postulatele reprezintă cerinţe de a construi anumite figuri, cele mai simple, în timp ce axiomele reprezintă tezele general admise ce nu necesită demonstraţie şi se află la baza demonstraţiilor Această concepţie asupra postulatelor şi axiomelor, împărtăd:\Electronica\şită de traducătorul şi comentatorul Elementelor*, D D Morduhai-Boltovski, porneşte de la faptul că această operă nu era pur logică, ci conţinea în mod intenţionat momente senzorial-intuitive Euclid caută să convingă pe cititori nu numai cu ajutorul cond:\Electronica\cluziilor bazate pe logica formală, ci şi cu ajutorul construcţiilor, apelînd la riglă şi compas, ceea ce corespundea concepţiilor ce tindeau către materialismul sofiştilor „mai vechi", adepţi ai lui Protagora Concepţia opusă, întîlnită la editorul textului grec al Elementelor, Heiberg, pleacă de la faptul că Euclid ar fi atrid:\Electronica\buit, analog lui Platon, obiectelor geometrice o existenţă ideală, de aceea el recunoştea numai evidenţa logică şi nicidecum semd:\Electronica\nificaţia universală ce se poate baza şi pe reprezentarea intuitivă Nu este întîmplător că materialistul fiobbes în lucrarea Despre corp (1655) arată că postulatul constituie o bază nu a demonstrad:\Electronica\ţiilor, ci a construcţiilor, nu a cunoaşterii, ci a posibilităţii exisd:\Electronica\tenţei, în timp ce idealiştii raţionalişti, în special Leibniz, socod:\Electronica\tesc postulatele doar o varietate a axiomelor logice, concepţie pe care o împărtăşesc şi pozitiviştii actuali care consideră, în acelaşi timp, că axiomele ar fi convenţii condiţionate Construcţiile admise de postulate presupun o riglă fără diviziuni care nu permite măsurarea distanţelor Rigla poate fi folosită numai pentru unirea a două puncte sau prelungirea unui segment Absenţa gradaţiilor pe riglă nu permitea folosirea metodei „alud:\Electronica\necării", deşi aceasta era aplicată încă din timpurile lui Hipod:\Electronica\crate din Chios Compasul era permis numai pentru descrierea dintr-un punct dat, drept centru, a unui cerc de rază dată şi nu pentru transportarea unei lungimi date Postulatele Elementelor sînt postulate relativ la un compas şi o riglă ideale, deşi rigla sau compasul nu sînt amintite aici direct 134 Restricţiile impuse utilizării riglei şi compasului au fost legate probabil de faptul că aceste instrumente au înlocuit sfoara, ce servea iniţial atît pentru trasarea dreptelor, cît şi pentru descried:\Electronica\rea cercurilor Regulile ce s-au stabilit pentru utilizarea sforii şi care nu admiteau (dacă trebuia respectată precizia construcţiei) o mînuire atît de liberă, ca aceea posibilă cu instrumentele rigide, s-au păstrat apoi prin tradiţie şi cînd instrumentele au înlocuit sfoara Aceste restricţii nu numai că complicau efectuarea cond:\Electronica\strucţiilor, dar, ceea ce este principal, au dus şi la faptul că în Elemente nu au fost incluse acele teorii geometrice care cereau fie alunecări, fie alte linii, în afară de dreaptă şi cerc Tocmai din această cauză, aici nu era expusă teoria secţiunilor conice, deşi ea era pe atunci bine fundamentată In Elemente nu a intrat nici logistica — învăţătura despre calculele practice — deoarece ea, după cum s-a amintit, era considerată mai degrabă un meşted:\Electronica\şug decît ştiinţă Mulţi istorici ai matematicii explică selecţia materialelor efectuată de Euclid prin aceea că el, urmîndu-1 pe Platon, şi o dată cu acesta şi pe pitagoreici, considera numai dreapta şi cercul drept linii „perfecte" şi nu admitea alunecarea ca fiind mişcare mecanică, străină geometriei, ce are de-a face numai cu obiecte ideale Euclid însă, nu a neglijat de loc studiul secd:\Electronica\ţiunilor conice, deoarece a şi scris despre ele o lucrare separată In ceea ce priveşte alunecarea, mişcarea mecanică ce se cere pentru realizarea ei, nu diferă principial prin nimic de mişcarea mecanică ce se cere pentru unirea a două puncte printr-o dreaptă, şi ambele operaţii nu diferă în mod esenţial nici prin precizie Cade şi ipoteza cum că alunecarea n-ar fi fost inclusă în Elemente, întrucît pentru demonstraţia construcţiilor realizate cu ajutorul lor sînt necesare cunoştinţe ce depăşesc limitele Elementelor Pentru demonstraţia trisecţiunii unghiului cu ajutorul alunecării, nu sînt necesare alte cunoştinţe în afară de cele conţinute în Eled:\Electronica\mente, cu toate că algebric rezolvarea acestei probleme duce la o ecuaţie de gradul 3 Postulatele şi axiomele lui Euclid Primele trei postulate afirmă „Că de la orice punct pînă la orice punct duce o linie dreaptă"; „Şi că un segment de dreaptă pred:\Electronica\lungi în mod continuu în linie dreaptă"; „Şi că din orice centru şi cu orice rază descris un cerc" Aceste postulate presupun că rigla şi compasul sînt ideale, posedă o lungime sau o deschidere infinită, permit construirea dreptelor şi cercurilor ideale Al patrulea postulat enunţă condiţia de egad:\Electronica\ 135 litate a tuturor unghiurilor drepte între ele, propoziţie ce nu mai este acum considerată postulat, ci se demonstrează Al cincilea postulat afirmă: „Şi dacă dreapta ce cade pe două drepte formează unghiurile interioare şi de aceeaşi parte, mai mici decît două unghiuri drepte, atunci aceste două drepte prelungite indefinit se vor întîlni de acea parte în care unghiurile sînt mai mici decît două unghiuri drepte Sensul celui de-al cincilea postulat constă în faptul că punctul de intersecţie a două drepte se consideră construit dacă intersectînd cu o a treia dreaptă unghiud:\Electronica\rile interne de aceeaşi parte dau în sumă un unghi mai mic decît două unghiuri drepte Acest postulat a căpătat denumirea de postulatul paralelelor şi, după mărturia lui Aristotel1, se încerd:\Electronica\case demonstrarea lui, sau a altuia echivalent, încă cu o sută de ani înaintea lui Euclid In aceste încercări se comitea însă eroad:\Electronica\rea logică petitio principi, folosind neexplicit o propoziţie echid:\Electronica\valentă cu cea care trebuie demonstrată, fapt asupra căruia a atras atenţia Aristotel Aceste încercări au mai continuat timp de două milenii pînă cînd genialul matematician rus, N I Loba-cevski, a creat în 1826 teoria sa neeuclidiană, din care rezulta că cel de-al cincilea postulat nu poate fi demonstrat Primele şase axiome, folosind notaţia algebrică, pot fi exprid:\Electronica\mate astfel: 1 Dacă A = C şi B = C, atunci A = B 2 Dacă A = B, atunci A + C = B + C 3 Dacă A = B atunci A — C = B — C 4 Dacă A =j= B atunci A + C =J= B + C 5 Dacă A = B atunci 2A = 2B 1 1 6 Dacă A — B atunci —A=~ B 2 2 Se înţelege că la Euclid ele erau exprimate prin cuvinte Se au în vedere aici mărimile geometrice — liniile, suprafeţele şi corpurile — şi nu numerele abstracte Axioma 7 afirmă: „Şi cele congruente sînt egale între ele" , ceea ce Euclid înţelegea în sensul că, dacă figurile coincid prin suprad:\Electronica\punere, ele sînt egal de mari, adică au arii egale Admiţînd această axiomă, Euclid a plătit se pare tribut tradiţiei vechi, deoarece utilizarea suprapunerii se întîlnea probabil la Tales Platon şi Aristotel considerau însă că „ştiinţele matematice sînt străine 136 mişcării" Şi deşi Euclid însuşi folosea mişcarea (de exemplu, în definiţia sferei, el căuta s-o evite ca fiind o abatere inconsecd:\Electronica\ventă Axioma 8: „Şi întregul este mai mare decît părţile" şi axioma 9: „Şi două drepte nu închid un spaţiu între ele", au prod:\Electronica\babil o origine mai tîrzie Cărţile planimetrice ale Elementelor Prima parte a Elementelor — învăţătura despre egalitatea figurilor în plan — este expusă în primele patru cărţi Prima începe cu 23 de definiţii Definid:\Electronica\ţia 1: „Punctul este ceva ce nu are părţi" este o definiţie negativă care spune doar ce nu este punctul şi nu ce este el, datorită cărui fapt orice obiect indivizibil satisface această noţiune Această definiţie a lui Euclid diferă de definiţia punctului dată de Arisd:\Electronica\totel prin aceea că Euclid a lăsat «deoparte cuvintele „înzestrat cu poziţie", datorită cărui fapt a desfiinţat deosebirea dintre punct şi unitate Definiţia 2: „Linia este lungimea fără lăţime" exprima caracterul unidimensional al liniei Definiţia 3: „Caped:\Electronica\tele liniei sînt puncte" reprezintă propriu-zis o axiomă enunţată despre un punct şi o linie deja definite şi nu o definiţie nouă a punctului Definiţia 4: „Linia dreaptă este aceea care este egal situată faţă de punctele de pe ea" înseamnă probabil că dreapta îşi păstrează toate proprietăţile sale, inclusiv sensul, pentru orice punct al său Definiţiile 5, 6 şi 7 sînt analoge cu cele trei preced:\Electronica\dente, definind suprafaţa, liniile ca margini ale suprafeţei, şi planul Definiţiile 8—12 se referă la unghiuri, unghiul fiind defid:\Electronica\nit ca „înclinarea între ele a două linii", care se intersectează într-un plan Definiţia 13: „Frontiera reprezintă marginea a ceva", înseamnă: ceea ce mărgineşte ceva, definindu-1 complet, este, în această privinţă, extremul In definiţia 14, figura se defineşte ca domeniul plan din interiorul unei frontiere Definiţiile 15—18 se referă la cerc, centrul său, diametrul şi la semicerc, cercul fiind definit ca linia ale cărei puncte sînt egal depărtate de centru, deşi era mai simplu de obţinut cercul prin rotaţia unei drepte în jurul unui punct fix Definiţiile 19—22 vorbesc despre figuri rectilinii, scoţînd în evidenţă diferitele tipuri de triunghiuri şi dreptunghiuri In cărţile stereometrice ale Elementelor, Euclid se abate în parte de la clasificarea adoptată aici în sfîrşit, defid:\Electronica\niţia 23 spune: „Paralele sînt dreptele care, fiind în acelaşi plan şi fiind prelungite în ambele sensuri nemărginit, nu se întîlnesc între ele nici de o nici de cealaltă '" Spre deod:\Electronica\sebire de celelalte, această definiţie nu poate' fi verificată, deoad:\Electronica\rece ea necesită cunoaşterea planului nemărginit, în timp ce cunoşd:\Electronica\ 137 ţintele noastre se referă întotdeauna doar la un domeniu mărginit al lui Acest fapt probabil că a servit drept impuls pentru încerd:\Electronica\cările de a crea teoria paralelelor, construind demonstraţii Cartea I constă din 48 de propoziţii ce se grupează în trei grupe Prima (propoziţiile 1—26) este consacrată în special triunghiud:\Electronica\rilor şi perpendicularelor In a doua grupă (propoziţiile 27—32) este dată teoria paralelelor, care în ultima propoziţie din această grupă este aplicată la demonstraţia faptului că suma unghiurilor unui triunghi este egală cu două unghiuri drepte A treia grupă (propoziţiile 33—48) se ocupă cu paralelograme, pătrate şi triunghiuri, comparînd ca arie figurile echivalente, însă neegale Ultimele două propoziţii din cartea I conţ'n demond:\Electronica\straţia aşa-numitei teoreme a lui Pitagora şi a teoremei reciproce Demonstraţia teoremei directe, care, după mărturia lui Proclus, aparţine lui Euclid însuşi, este bazată pe echivalenţa triunghiud:\Electronica\rilor cu baze şi înălţimi egale Cartea II, cea mai scurtă dintre toate, conţine 14 propoziţii precedate de două definiţii în care se introduce noţiunea deja amintită a gnomonului Această carte — continuare a părţii a treia a primei cărţi—constituie algebra geometrică a grecilor In propoziţiile, ca de exemplu ab + a(a— b) = a2; iab -\-+ (a — b)2 = (a + b)2, produsul a două segmente nu este produs a două numere, ci aria unui dreptunghi „cuprins între segmente", adică avînd aceste segmente drept laturile sale Cartea III, formată din 37 de propoziţii, este corsicrată în întregime cercului Ea este precedată de 11 definţ'i în care se introduc noţiunile de tangenfă (ca dreaptă care întîlneşte, dar nu intersectează cercul), de tangenţă a două cercuri şi altele Printre propoziţiile cărţii III, atrage atenţia propoziţia 16 unde se examid:\Electronica\nează unghiul dintre cerc şi tangentă, adică un unghi de contind:\Electronica\genţă, şi se demonstrează că el este mai mic decît orice unghi ascud:\Electronica\ţit rectiliniu; la unghiuri mixte Euclid mai apelează numai o singură data în propoziţia 31 In cartea IV, formată din 16 propoziţii, Euclid examinează figurile înscrise într-un cerc sau circumscrise în jurul cercului, introducînd în prealabil aceste noţiuni în 7 definiţii Este intered:\Electronica\sant de observat că printre poligoanele regulate înscrise în cerc, în afară de construcţiile pătratului, pentagonului (cu ajutorul secţiunii de aur) şi a hexagonului, este indicată şi construcţia unui poligon regulat cu 15 laturi Această problemă a apărut în astronomie, deoarece unghiul de înclinare al eclipticii faţă de 138 ecuator era considerat egal cu ■— din unghiul complet (în reali- 15 tate el este egal cu aproximativ 23c27') Teoria proporţiilor şi cărţile aritmetice ale Elementelor Dacă primele patru cărţi au epuizat în măsura posibilităţilor problemele de egalitate a segmentelor şi ariilor, căiţile V şi VI studiază inegalitatea lor, în măsura în care ea poate fi măsurată La baza acesteia stă teoria propoiţiilor, elaborttă amănunţit de Eudoxus, însă expusă sistematic de Euclid în 25 propoziţii din cartea V La început sînt date 18 definiţii, dintre care majoritatea se referă la tot felul de rapoarte şi proporţii Euclid reprezintă mărimile prin segmente, ale căror rapoarte — întrucît nu exista noţiunea de număr iraţional — nu pot fi exprimate în cazul general prin numere Propoziţiile cărţii V pot fi uşor transmise în notaţiile actuale Dacă notăm cu A, B, C mărimile, iar prin m, n, p, numerele întregi pozitive, atunci propoziţia 1, de exemplu, spune: mA -f- mB -f- mC + = = m(A 4- B + C + ); propoziţia 6: mA — nA = (m — n)A etc Astfel, ultima propoziţie, a 25-a, am fi scris-o astfel: dacă A:B = C D şi A>B>C>D, atunci A + D>B + C Cartea VI, formată din 33 de propoziţii, se ocupă de aplicaţia teoriei proporţiilor la planimetrie Ea începe cu cinci definiţii, dintre care două au fost probabil adăugate mai tîrziu; celelalte trei introduc noţiunile de asemănare a figurilor, de împărţire a segmentului în raportul extrem şi mediu (secţiunea de aur) şi de înălţime a figurii, prin care se înţelege perpendiculara coborîtă pe bază din punctul situat la cea mai mare distanţă de la bază în definiţia 5 care afirmă: „Se spune că un raport se compune din rapoarte cînd cantităţile acestor rapoarte înmulţite între ele formează ceva" , este introdusă sub formă neclară noţiunea de raport compus, prin care se înţelege rapord:\Electronica\tul— = —: — ■ Deoarece Euclid nu tratează nicăieri rapoartele C B C ca numere, el nu poate vorbi nici de produsul rapoartelor Prin urmare definiţia 5 trebuie considerată drept un adaos de mai tîrziu Din critica provocată de această definiţie s-a născut ideea extinderii noţiunii de număr pînă la numărul real Rapoartele compuse sînt folosite pe larg în geometria antică Dintre toate propoziţiile se distinge în special propoziţia 27: „Dintre t6ate paralelogramele aplicate aceleiaşi drepte şi avînd lipsa sub forma paralelogramelor asemenea şi aşezate asemenea , construit pe o jumătate, cel mai mare va fi aplicat jumătăţii şi asemenea lipsei sale" Această propoziţie reprezintă din punct de vedere istod:\Electronica\ric prima care conţine ideea unui maxim; noi am fi scris-o astfel: expresia x (a —■ x) ia valoarea maximă pentru x =~ Propoziţia 31 generalizează „teorema lui Pitagora" la orice figură rectilinie asemenea, construită pe laturile unui triunghi dreptunghic In total cartea VI conţine materialul cunoscut încă înainte de Euclid, însă expus cu ajutorul noii teorii a proporţiilor Următoarele trei^ cărţi ale Elementelor — VII, VIII şi IX — sînt de aritmetică In timp ce cartea V se ocupă numai cu operaţii aritmetice, în cărţile VII, VIII şi IX este elaborată aritmetica teoretică, pe baza cunoştinţelor fundamentale acumulate asupra numerelor întregi, dobîndite pînă în timpul lui Euclid După cum a arătat-o în mod convingător I G Başmakova , H Zeuthen şi alţi istorici ai matematicii au subapreciat importanţa acestor căiţi şi nu au înţeles că ele constituie premisa necesară pentru cartea X care expune teoria iraţionalităţilor Prima căite, care cuprinde 39 de propoziţii, este precedată de 23 de definiţii referitoare, de data aceasta, la toate cele trei cărţi Aici sînt date definiţiile unităţii, numărului, diferitelor tipuri de numere — pare, impare, par-pare, par-impare, impar-impare, apoi prime, prime între ele, compuse, şi compuse între ele, (adică avînd divi-zor comun), multiple, plane, corporale, pătratice, cubice, de tip pătratic şi de tip cubic Aici se introduce, de asemenea, noţiunea de „parte" (partea este un număr mai mic conţinut într-unui mai mare, dacă el măsoară pe cel mare), de exemplu, un segment egal cu doi este o „parte" a segmentului egal cu şase ; apoi noţiunea de „părţi" — acelaşi segment nu reprezintă o „parte" a segmentud:\Electronica\lui egal cu cinci, ci „părţile" sale | adică -jj-j şi, în sfîrşit, noţiunea de număr perfect ca număr care este egal cu suma „părţilor" sale (în interpretarea noastră —a divizorilor) Observăm că definiţia unităţii ca „ceva ce prin ceva fiecare din cele existente se consideră unic" este extrem de neclară Euclid, ca, în general şi ceilalţi antici, nu consideră unitatea drept număr, de aceea este nevoit să demonstreze fiecare propoziţie, adevărată pentru numere, în mod special pentru unitate Din definiţia numărului ca o mulţime formată din unităţi, reiese clar că Euclid înţelege prin „număr" numai un număr întreg (fracţiile nu le consideră numere), 140 mai departe că acesta este un număr cardinal şi nu un număr ordid:\Electronica\nal şi, în sfîrşit, că prin „mulţime" el înţelege pur şi simplu un grup finit de obiecte Euclid înţelege numerele nu în mod abstract, ci ca numere-segmente care sînt, am spune, multiplii întregi ai unui segment unitate Propoziţiile cărţii VII se grupează în patru grupuri fundamentale Primul (propoziţiile 1—3) arată cum se determină măsura comună maximă (în înţelegerea noastră ■— cel mai mare divizor comun) a două sau trei numere Aici se aplică algoritmul (adică un sistem finit de reguli de calcul pentru rezold:\Electronica\varea problemelor de acelaşi tip) care a căpătat denumirea de algoritmul lui Euclid şi pe care îl folosim pentru acelaşi scop şi astăzi, cu singura deosebire că Euclid foloseşte nu împărţirea unor numere abstracte, ci scăderea repetată a numerelor-segmente In al doilea grup de propoziţii (4—19) este dezvoltată teoria aritd:\Electronica\metică a proporţiilor De exemplu, în propoziţiile 17, 18 şi 19 , t ' , AB B BA B u „ A C se demonstrează teoremele — = —, ■— = —: daca— = — > AC C CA C B D atunci AD = BC şi reciproc Ultima propoziţie leagă această teorie aritmetică de teoria proporţiilor din cartea V In propozid:\Electronica\ţiile 23—32 sînt examinate tezele fundamentale ale teoriei divizi-bilităţii Propoziţia 31: „Orice număr compus este măsurat printr-un anumit număr prim" este demonstrată de Euclid prin-tr-o metodă ce a căpătat mai tîrziu denumirea de metoda descind:\Electronica\derii Ea constă în următoarele: dacă A este un număr compus, atunci există un număr B, divizor al lui A Dacă B este un număr prim, teorema este demonstrată Dacă însă B este număr compus, atunci există un număr C divizor al lui B Repetînd acest proces, obţinem un şir de numere A, B,C,D , dintre care fiecare, începînd cu B, este divizor al celui precedent, prin urmare, ^1>5>C>D Dar de aici rezultă că, după un număr finit de paşi, ajungem la un divizor al tuturor numerelor precedente, prin urmare, şi al numărului A, adică la un număr prim P Căci în caz cond:\Electronica\trar, şirul A, B, C, D ar fi infinit, ceea ce este imposibil, deoad:\Electronica\rece atunci, după cum scrie Euclid, „numărul A va fi măsurat printr-un şir infinit de numere, dintre care fiecare va fi mai mic: aceasta este însă imposibil pentru numere" Metoda descinderii a fost pentru mult timp uitată; ea a fost utilizată din nou abia în secolul al XlII-Iea Cartea VIII, formată din 27 de propoziţii, se ocupă cu „propord:\Electronica\ţii continue", altfel spus, cu progresii geometrice Cartea IX, ultima carte de aritmetică, constă din 36 de propod:\Electronica\ziţii Dintre ele, propoziţiile 14—20 se referă la teoria numerelor 141 prime Prima dintre ele spune: „Dacă un număr este cel mai mic printre acelea pe care le măsoară anumite numere prime , atunci el nu va fi măsurat de nici un alt număr prim în afară de cele ce l-au măsurat iniţial" Prin aceasta este exprimată teorema fundamentală a teoriei numerelor prime, asupra unicităţii descompunerii unui număr compus în factori primi Euclid scrie A = BC, unde B, C sînt numere prime şi, presupunînd că există un număr prim E, distinct de B, C, prin care se divide A, arată că această propoziţie duce la o contradicţie După cum remarcă I N Veselovski în comentariile la traducerea în limba rusă a Elementelor , Euclid ia numai trei factori primi şi hu examinează cazul în care ei intră la puteri mai mari decît întîia, deoarece grecii nu cunoşteau decît numerele plane şi corporale Propoziţia 20, cunoscută ca propoziţia de existenţă a unei mulţimi infinite de numere prime, spune: „Numerele prime există în număr mai mare decît orice cantitate de numere prime date de dinainte" Demonstrad:\Electronica\ţia lui Euclid se face prin metoda reducerii la absurd: Dacă admid:\Electronica\tem că A, B, C sînt numere prime, atunci produsul lor, mărit cu o unitate (ABC +1), va fi ori un număr prim, şi în acest caz numărul de numere prime nu se mărgineşte la cele propuse, ori el nu va fi prim şi atunci trebuie să se împartă la un număr prim oarecare H Numărul H nu poate însă coincide cu nici unul dintre numerele A, B, C deoarece dacă el ar coincide, de exemplu, cu A, şi întrucît el este un divizor şi pentru numărul (ABC -f- 1), şi pentru numărul A, B, C el ar trebui să fie şi divizor al unităţii, ceea ce este absurd Prin urmare, în afară de A, B, C şi numărul H este număr prim Această propoziţie a lui Euclid răspundea la întrebarea care a apărut în studiul empiric al şirului natural de numere: cu cît mergem mai departe, cu atît numerele prime se întîlnesc în acest şir tot mai rar, de aceea este firesc să bănuim că ar exista un număr prim oarecare maxim Propoziţia 35 rezolvă problema sumarii unei progresii geomed:\Electronica\trice pe care— transpus în limbaj algebric — Euclid o rezolvă astfel: fie An + X, An, An \, Ax termenii unei astfel de progred:\Electronica\sii ; atunci An + i: An = An: An^ = = A2 : A±; prin urmare şi {An+1 — An) : An = (An — An-A : = = (Aa — AJ : Ax 142 De aici, conform unei proprietăţi a proporţiei demonstrate mai înainte obţinem: (^n+i - A) : (Ân + An x + +At) = (Aa - A,) : Atî Ultima propoziţie, a 36-a, deduce o formulă pentru numerele perfecte: 2p 1 (2P — 1) este un număr perfect dacă p şi (2P—1) sînt numere prime Euclid nu demonstrează că orice număr perfect par are această formă; aceasta a fost demonstrat mult mai tîrziu Pînă acum numere perfecte impare nu au fost găsite, dar nici nu s-a demonstrat încă că ele n-ar exista Anticii cunoşteau numai patru numere perfecte (pentru p = 2, 3, 5, 7); al cincilea număr perfect (pentru p = 13) egal cu 33 550 336 a fost găsit în sed:\Electronica\colul al XV-lea Astăzi se cunosc în total 17 numere perfecte pentru p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1 279, 2 203, 2 281 Cel de-al nouălea număr perfect, avînd 37 de cifre, a fost găsit în 1883 de către preotul-matematician autodidact rus, I M Pervuşin; ultimele două numere perfecte, avînd respectiv 1 326 şi 1 372 cifre, au fost găsite în 1953 cu ajutorul maşinilor electronice de calcul rapide Să insistăm mai mult asupra teoriei proporţiilor a lui Euclid, care este expusă în Elemente de două ori: pentru mărimile contid:\Electronica\nue în cartea V şi separat pentru mărimile comensurabile şi numed:\Electronica\rele întregi în cartea VII Două perechi de mărimi comensurabile sau de numere A, B şi C, D formează o proporţie, dacă are loc unul din următoarele trei cazuri: 1) A = nB şi C = nD, 2) nA = B şi nC = D, 3) pentru anumite mărimi N şi M, dacă în acelaşi timp A = mN, B = nN şi C — mM, D = nM sau dacă folosim fracţii, ceea ce Euclid nu făcea, A = ~B şi C = — D n n Euclid însuşi spunea în primul caz că A şi C sînt multipli egali ai lui B şi D, în al doilea că A şi C sînt o aceeaşi parte a lui B şi D, şi în al treilea că A şi C sînt „părţi'' egale ale lui B şi D In cartea X, definiţia proporţiei se extinde asupra mărimilor comensurabile şi continue, adică se demonstrează că astfel de mărimi se raportează între ele ca numere şi reciproc, că mărimile ce ^se găsesc într-un raport numeric sînt comensurabile In teoria rapoartelor, rolul fundamental îl joacă algoritmul determinării celei mai mari măsuri comune In particular, acest 143 algoritm dă un sens real însăşi definiţiei de „parte" şi „părţi" Algoritmul lui Euclid poate fi folosit direct pentru determinarea proporţionalităţii a patru numere Rapoartele^-şi — formează o proporţie atunci şi numai atunci cînd toate citurile ce apar în determinarea celei mai mari măsuri comune q0, g1( gft pentru o pereche şi citurile respectiv g0> a\, ■■■ak pentru cealaltă pereche sînt egale, adică A- = k' şi q) — q) Cu alte cuvinte, egalitatea rapoartelor numerice poate fi determinată prin egalitatea tuturor citurilor incomplete corespunzătoare ale descompunerilor lui — şi C — în fracţii continue La Euclid nu se spune nimic despre aceasta, însă este foarte probabil că o asemenea definiţie firească, legată de procesul de măsurare, a existat în matematica greacă înainte de Eudoxus Definiţia egalităţii rapoartelor a două perechi de mărimi cond:\Electronica\tinue A, B, şi C, D, care verifică axioma lui Eudoxus-Arhimede, este esenţial diferită Algoritmul lui Euclid nu este presupus în această definiţie (el este extins asupra mărimilor continue în cartea X) In definiţie se compară anumiţi multipli ai celor patru mărimi După Euclid, mărimile continue A, B şi C, D se găsesc în rapoarte de acelaşi tip, dacă pentru orice pereche de numere naturale m, n pentru care este îndeplinită una din următoarele trei condiţii: 1) nA mB este îndeplinită totodată şi condiţia corespunzătoare dintre urmăd:\Electronica\toarele trei: 1') nC mD Această definiţie a egalităţii rapoartelor este, pe deplin, în spiritul matematicii contemporane; aceluiaşi tip de definiţii îi aparţine şi definiţia numerelor iraţionale a lui Dedekind Defid:\Electronica\nind egalitatea rapoartelor segmentelor A şi B cu ajutorul unei mulţimi infinite de inegalităţi, Eudoxus şi Euclid împart de fapt mulţimea numerelor raţionale — în două clase (mA>nB şi 144 mA nD şi mC ^z03, şi din triunghiul RnOnQ (pentru simplificare notămtrapezele prin două vîrfuri opuse) A 0 Mt Hz Hytin Q E Fig 26 Abia după această pregătire geometrică, Arhimede trece la cond:\Electronica\sideraţiile propriu-zis mecanice AOQ se ia drept pîrghie cu braţe egale, 0 drept punctul de sprijin Mai întîi se demonstrează că, dacă triunghiul QqE este atîrnat de pîrghie în punctele 0 şi Q, 1 el este echilibrat de greutatea P atîrnată în A, dacă P = — QqE Apoi el demonstrează că greutatea Px care echilibrează în A trape- zul EiO» este mai mică decît aria acestui trapez înmulţită cu OQ însă mai mare decît aceeaşi arie înmulţită cu ——î si analog pen- OQ ' s 1 158 tru celelalte trapeze De aici el ajunge la concluzia că figura cird:\Electronica\cumscrisă este echilibrată de o greutate mai mare, iar cea înscrisă de o greutate mai mică decît suma P1 + P2 -f- Pn+1 = — Qq E După aceasta, Arhimede aplică metoda exhaustiei demon-strînd că prin mărirea numărului de diviziuni, diferenţa dintre figura circumscrisă şi cea îrscrisă poate fi făcută mai mică decît orice mărime dată şi conchide că aria segmentului parabolic este li egală cu —din aria triunghiului QqE şi, deoarece aceasta din urmă 3 este de patru ori mai mare decît aria triunghiului înscris în segd:\Electronica\ment, cu aceeaşi bază şi înălţime ca şi segmentul, aria segmentului este egală cu — din aria acestui triunghi înscris In modul acesta Arhimede a ridicat metoda lui Eudoxus la o nouă treaptă, mai înaltă La Aihimede existau adevărate sume de integrare — inferioară şi superioară -— şi se executa în fapt tred:\Electronica\cerea la limită Deosebirea faţă de metoda descoperită de Newton şi Leibniz consta în primul rînd în faptul că la Arhimede nu exisd:\Electronica\tau nici noţiuni de „trecere la limită", „margine inferioară şi suped:\Electronica\rioară", nici notaţiile corespunzătoare acestor noţiuni In al doilea rînd, Arhimede aplica metoda sa numai la cazuri particud:\Electronica\lare, deşi numeroase şi variate, în timp ce în secolul al XVII-lea această metodă a devenit universală1 Este necesar să atragem atenţia că, deşi metoda utilizată de Ard:\Electronica\himede este înrudită prin ideea sa fundamentală cu metoda inted:\Electronica\gralei definite, identificarea acestor metode în lucrările unor isd:\Electronica\torici ai matematicii trebuie considerată ca o extindere nejustid:\Electronica\ficată a noţiunilor moderne la antichitate Şi mai puţin nejustid:\Electronica\ficate sînt afirmaţiile ce se întîlnesc destul de frecvent că metoda mecanică de determinare a ariei segmentului de parabolă ar consta în aceea că Arhimede cîntărea efectiv segmentul tăiat dintr-un material omogen oarecare şi îl compara cu greutatea triunghiului confecţionat în acelaşi mod Mai mult decît atît, Aihimede nu considera metoda mecanică ca avînd valoare demonstrativă în geod:\Electronica\metrie şi o admitea doar pentru o evaluare prealabilă, ca o sud:\Electronica\gestie El pornea de la principiul logic al inadmisibilităţii „subd:\Electronica\stituirii genului prin specie" Noţiunile mecanice, ca avînd un număr mai mare de caracteristici decît noţiunile geometrice, erau 159 considerate încă de Aristotel ca străine în geometrie, dar aceasta nu avea nimic comun cu dispreţul platonian faţă de mecanică Despre metodă Din Scrisoarea către Eratostene despre unele teoreme de mecanică am citat mai sus un fragment mic, dar important din punct de vedere principial care arată cît de profund era înţeleasă de Arhimede rigurozitatea matematică în lucrarea Despre metodă, care numără 16 propoziţii, este dedusă din nou aria segmentului de parabolă, apoi se demonstrează că volumul unui cilindru drept, circumscris unei sfere (sau unui elipd:\Electronica\soid de revoluţie) şi avînd înălţimea egală cu diametrul sferei (sau cu axa de revoluţie a elipsoidului), este egal cu — din volumul sferei (sau al elipsoidului) Mai departe este determinat volumul segmentului tăiat de un plan perpendicular pe axă din corpurile de revoluţie: paraboloid, sferă, elipsoid şi hiperboloid cu două pînze Arhimede găseşte, în sfîrşit, volumele a două corpuri dintre care unul este format de o secţiune a cilindrului printr-un plan, iar celălalt prin intersecţia a doi cilindri circulari drepţi de diametru egal ale căror axe secante sînt perpendiculare între ele Despre sferă şi cilindru în scrisoarea către Dositeos cu care înd:\Electronica\cepe cartea I a lucrării Despre sferă şi cilindru Arhimede spune că publică aici, pentru prima dată, rezultatele originale obţinute de el, pentru ca matematicienii să aibă posibilitatea să cunoască demonstraţiile şi să judece valoarea lor Aceste noi red:\Electronica\zultate ale cărţii I sînt următoarele: 1) aria suprafeţei sferei este egală cu de patru ori aria cercului mare; 2) aria suprafeţei unui segment sferic este egală cu aria cercului a cărui rază este egală cu distanţa dintre vîrful segmentului şi periferia sa circulară; 3) volumul cilindrului circumscris sferei şi avînd înălţimea egală cu diametrul ei este egal cu — din volumul sferei; 4) suprafaţa acestui cilindru, inclusiv bazele sale, este de asemenea egală 3 , cu ~din suprafaţa sferei Ultimele două descoperiri ale lui Arhid:\Electronica\mede au fost săpate pe mormîntul lui Cea de-a doua carte a acestei lucrări conţine sase probleme şi trei teoreme în probleme se cere să se construiască o sferă echid:\Electronica\valentă cu un con dat sau cu un cilindru dat; să se intersecteze sfera printr-un plan, astfel încît volumele sau ariile suprafeţelor celor două segmente să se găsească într-un raport dat; fiind date 160 două segmente a două sfere diferite, să se găsească un al treilea segment asemenea unuia dintre ele şi egal ca arie sau ca volum cu celălalt; să se taie dintr-o sferă dată un segment al cărui vod:\Electronica\lum se găseşte într-un raport dat cu un con de aceeaşi bază şi înăld:\Electronica\ţime Cel mai mare interes îl prezintă propoziţia a patra din cartea II a acestei lucrări, în care se cere să se taie o sferă dată, astfel încît volumele segmentelor să se găsească într-un raport dat (vezi fig 27 unde sînt reprezentate şi secţiunile conurilor egal de mari A ■C Fig 27 cu segmentele căutate) Dacă înălţimea segmentului mare este DX = x, raza sferei r şi raportul dat—, unde m>n, atunci prod:\Electronica\ra blema poate fi scrisă cu ajutorul ecuaţiei x3 + 4ra >r = 3rx2 m + n sau, punînd pentru simplificare 3r = a, Ir — b,——— = c, m + n xz + b2c = ax2 (1') Arhimede exprimă problema sub forma proporţiei: se dau două drepte BD şi BZ, dintre care DB este de două ori mai mare decît BZ, precum şi un punct T pe BZ; se cere să se împartă DB prind:\Electronica\tr-un punct X, astfel încît ^2=^ (2) DX2 TZ Este uşor de văzut că proporţia (2) se reduce la ecuaţia (1') Arhid:\Electronica\mede promitea să dea la sfîrşitul propoziţiei rezolvarea şi studiul 11* 161 problemei ajutătoare cu privire la împărţire, însă în textul trad:\Electronica\tatului Despre sferă şi cilindru şi în alte lucrări ale matematiciad:\Electronica\nului din Siracuza, ce ni s-au păstrat, această soluţie lipseşte Eutokios indică în comentariile sale la acest tratat un procedeu, care probabil aparţinea lui Arhimede însuşi Modul de rezolvare se bazează pe o construcţie geometrică analogă cu aceea pe care a folosit-o Menechmus pentru a construi latura x a cubului egal ca volum cu volumul b2r al unui paralelipiped dat, adică la ecuaţia „binomă x3 — b2c Rădăcina ecuaţiei (1') se reprezintă ca abscisa punctului de interd:\Electronica\secţie a două secţiuni conice: a parabolei simetrice faţă de axa ordonatelor — bii — x2 şi a hiperbolei echilatere ale cărei asimptote sînt axa absciselor şi dreapta x = a, (a — x)u — - V 2 După informaţiile lui Eutokios, Arhimede a dat de asemenea şi diorismul problemei, adică a studiat condiţiile în care rezolvad:\Electronica\rea ei este posibilă arătînd că segmentul căutat DX = x există, dacă punctul T se află între B şi Z Exprimat în limbaj algebric aceasta înseamnă că dacă, aşa cum şi trebuie să fie, ——— 26 m=i8,n=72,l*26 02i,8g,6â) I25a,203a 203b I25b m=30 n=60, 1=32 (ti},l2,5) m=60, n=90, 1=32 (I25 20B) m*60,n=90 1=32 (203,f2«,) 64 d 12iC I2S c m*24,n*60,l=38 (323,6t) m=60,n=/20,l=62 (203,Jâi,/25) m=I20,n=180,1=62 (30i,£0e,/2m) Exemplu de prismă a lui Arhimede 203d Exemplu de antiprismă a lui Arhimede m = l2 n-18, 1=8 m=60,n=l50,1=92 (G03,/25) m-12, h=24,/=/4 f'23 2e) Fig 33 în sfîrşit, de numele lui Arhimede este legat jocul matematic „lădiţa lui Arhimede'' — un pătrat din fildeş, tăiat în 14 părţi poligonale diferite, din care se cere să se refacă acest pătrat sau alte figuri date Izvoarele arabe indică, de asemenea, o serie de alte lucrări ale lui Arhimede, dar nu s-au păstrat nici măcar urme ale acestora S-a pierdut de asemenea lucrarea de astronomie a lui Arhimede Despre construirea sferei cereşti în care descria planetarul construit de el, pus în rotaţie de un motor hidraulic, precum şi lucrările sale de mecanică Despre pîrghii şi Cartea reazemelor Apreciind contribuţia lui Arhimede la dezvoltarea matemad:\Electronica\ticii, observăm, în primul rînd, că — aşa cum a arătat A Czwa-lina — matematica lui Euclid admitea cu greu variad:\Electronica\ţia şi continuitatea; de exemplu, vedea în circumferinţă în prid:\Electronica\mul rînd constanţa distanţelor punctelor ei pînă la un punct dat, în timp ce matematica lui Arhimede operează mult mai mult cu variabile; ea introduce explicit mişcarea în geometric, mergînd prin aceasta cu îndrăzneală împotriva concepţiei metafizice dod:\Electronica\minante Arhimede anticipează, în germene, acea cotitură în dezd:\Electronica\voltarea matematicii pe care, după expresia lui Engels , a provocat-o „mărimea variabilă carteziană'" şi care a dus curînd după aceea la crearea analizei matematice într-adevăr, după cum am văzut, Arhimede a dezvoltat apreciabil în operele sale atît metoda determinării ariilor şi volumelor, cît şi metoda deterd:\Electronica\minării tangentelor la curbe şi a determinării maximelor şi minimelor (dînd acestor metode cea mai mare generalitate posid:\Electronica\bilă pe vremea aceea) El considera metoda „indivizibilelor" doar ca un procedeu euristic, care sugerează descoperirea teoremei, considerînd obligatorie demonstrarea ei prin metoda exhaustiei El a introdus, pentru prima dată, examinarea sumelor superioară şi inferioară ce mărginesc mărimea căutată (aria sau volumul), a căror diferenţă devenea mai mică decît orice cantitate dată El a introdus, de asemenea, examinarea triunghiului caracterisd:\Electronica\tic legat de tangentă Pentru dreaptă, circumferinţă, secţiunile conice şi spirală, el a demonstrat proprietatea importantă a mărid:\Electronica\milor continue: faptul că ele iau între două valori ale lor toate valorile intermediare El a găsit, de asemenea, procedeu] de a reduce o clasă vastă de probleme de maxim şi de minim la prod:\Electronica\bleme de construcţie a tangentei în modul acesta, Arhimede a elaborat sistematic noţiunile care au stat apoi, după două milenii, la baza calculului integral şi diferenţial O altă trăsătură caracteristică a creaţiei matematice a Iui Arhimede a fost înţelegerea legăturii dintre problemele individuale 171 care permiteau să se rezolve printr-un acelaşi procedeu formal probleme cu conţinut diferit Astfel, de exemplu, el a descoperit că volumul unui segment de paraboloid se calculează prin acelaşi procedeu ca şi aria unui triunghi, volumul unui con — ca aria unui sector al spiralei Aceasta a devenit posibil din cauză că, fixînd atenţia principală nu asupra mărimilor înseşi, ci asupra variaţiei lor, Arhimede s-a ridicat pe o treaptă de abstracţie mai înaltă decît înaintaşii săi, reuşind să se abstragă de particularid:\Electronica\tăţile concrete ale mărimilor examinate şi să-şi dea seama, aşa cum am spune astăzi, de legăturile funcţionale interne dintre ele O a treia particularitate, cel mai viu exprimată, a creaţiei matematice a lui Arhimede, o constituie legătura lui cu mecad:\Electronica\nica, hidrostatica şi astronomia, apropierea teoriei de practică, atenţia acordată^ matematicii calculatorii şi dezvoltarea proced:\Electronica\deelor acesteia In această privinţă, este deosebit de caracteristic calculul valorilor aproximative ale numărului rt, stabilirea ine-10 1 aralitătii 3 — a,b = a sau 6 = — diametru, 1' = | — | ; 1"= I — I ; 200 ho) (60/ chd înseamnă coarda 13* 195 Din aceste valori, Ptolemeu obţine mai departe pe cele urmăd:\Electronica\toare în baza propoziţiei (chd a)2 -f- (chd 180° — a)2 = (diamed:\Electronica\trul)2, căreia îi corespunde formula sin2a 4- cos2 a = 1; astfel, din chd 72° se obţine chd 108°, din chd 36° se obţine chd 144° şi aşa mai departe Pentru a găsi chd (a — (3) atunci cînd sînt cunoscute chd a şi chd Dorind să demonstreze postulatul V al lui Euclid, Ptolemeu intersectează dreptele AB şi CD cu dreapta EFGH (fig 42) şi încearcă să demonstreze că dacă drepd:\Electronica\tele AB şi CD sînt paralele, suma unghiurilor AFG şi CGF este egală cu două unghiuri drepte El face demonstraţia prin metoda reducerii la absurd Să presud:\Electronica\punem — raţionează el — că această sumă nu este egală cu + K două unghiuri drepte Atunci r"f ea trebuie să fie: 1) fie mai mare decît două unghiuri drepte, 2) fie mai mică decît două unghiuri drepte Să exad:\Electronica\minăm primul caz Dacă ea este mai mare, suma unghiurilor BFG şi FGD ca adiacente (ind:\Electronica\terne de aceeaşi parte a secantei) trebuie să fie mai mică decît două unghiuri drepte Dar AF şi CG nu sînt mai mult paralele decît FB şi GD, prin urmare, dacă FG formează o pereche de und:\Electronica\ghiuri AFG şi FGC ce dau în sumă mai mult decît două unghiuri drepte, ea trebuie să formeze de asemenea şi o altă pereche de unghiuri BFG şi FGD care, în mod egal, dau în sumă mai mult decît două unghiuri drepte înainte însă s-a demonstrat că această a doua pereche de unghiuri este mai mică decît două unghiuri drepte, prin urmare am ajuns la o contradicţie Aceasta înseamnă că suma unghiurilor AFG şi FGC nu poate fi mai mare decît două unghiuri drepte In ceea ce priveşte al doilea caz, se poate arăta că suma unghiurilor AFG şi FGC nu poate fi mai mică decît două unghiuri drepte Astfel, s-a demonstrat că ea nu poate fi nici mai mare, nici mai mică decît două unghiuri drepte, prin urmare s-a demond:\Electronica\strat că ea este egală cu două unghiuri drepte După aceasta, Ptolemeu demonstrează, în sfîrşit, şi postulatul V prin metoda reducerii la absurd Să admitem că dreptele AB şi CD, care formează cu dreapta EH unghiuri a căror sumă este mai mică decît două unghiuri drepte, nu se intersectează în partea în care se găsesc aceste unghiuri Atunci, cu atît mai mult ele nu se vor intersecta de cealaltă parte unde se găsesc unghiurile a căror sumă este mai mare decît două unghiuri drepte, întrucît aceasta ar contrazice propoziţia 16 din cartea II a Elementelor, în virtutea căreia unghiul exterior al triunghiului este mai mare decît oricare din cele interne, neadiacente cu acesta Aceasta 200 înseamnă că dreptele nu se întîlnesc nici de o parte nici de cealaltă partea dreptei ce le intersectează, prin urmare ele sînt paralele După cum am demonstrat însă mai sus, în acest caz suma unghiud:\Electronica\rilor cu dreapta secantă va fi egală cu două unghiuri drepte, iar aceasta contrazice ipoteza Prin urmare, dreptele noastre trebuie să se intersecteze In toată această demonstraţie, Ptolemeu a admis o eroare logid:\Electronica\că redată de noi cu caractere cursive Afirmaţia că, în cazul drepted:\Electronica\lor nesecante, unghiurile interne de o parte şi de alta a secantei dau în sumă unghiuri egale este echivalentă cu postulatul V ce trebuie demonstrat Noi am expus atît de amănunţit această încercare nereuşită a lui Ptolemeu din motivul că ea reprezintă din punct de vedere istoric prima încercare, dintre nenumăratele încercări de a demonstra postulatul V, efectuate de matematicieni în diferite secole şi ţări, care s-a păstrat în toate amănuntele ei Lucrările de optică, mecanică şi geografie ale Iui Ptolemeu In afară de cîteva lucrări de astronomie mai mici, Ptolemeu a scris o lucrare de optică ce s-a păstrat (incompletă) în traducere latină din limba arabă In ea este expusă teoria oglinzilor, iar în ultima — cartea V — teoria refracţiei luminii Lui Ptolemeu i se atribuie, de asemenea, o lucrare de mecanică, în care era descrisă o invenţie de a sa: cîntarul sub forma unei pîrghii-scară cu braţe inegale, cu greutatea-cursor mobilă In lucrarea Geografia (în 8 volume), care s-a bucurat de o mare popularitate, Ptolemeu, folosind proiecţia cartografică a lui Marinos din Tyr (secolul I e n ), a indicat latitudinile şi longitud:\Electronica\dinile a 8 000 de puncte de pe suprafaţa terestră In această lud:\Electronica\crare se întîlneşte ideea despre coordonate -— numere ce definesc punctele suprafeţei terestre Simplicius comunică că Ptolemeu a fost autorul lucrării Despre măsurători, în care se demonstra că un corp nu poate avea mai mult decît trei dimensiuni Matematica la Roma în timpul lui Iuliu Cezar şi August Ştiinţa învăţaţilor alexandrini pătrunde la Roma în timpul împăratului roman Iuliu Cezar (104—44 î e n ) In secolul I î e n , în perioada înfloririi maxime a societăţii sclavagiste romane, cînd pe baza exploatării inumane a unui număr (datorită cuceririlor) tot mai mare de sclavi, tehnica producţiei a atins nivelul maxim, matematica romană, împreună cu arhitectura, hidrotehnica, geod:\Electronica\grafia şi, desigur, tehnica militară, trăieşte o perioadă de avînt 201 însuşi [uliu Cezar a fost autorul luerării Desprâ^aşlri (De aslris) al cărei scop era reforma calendarului în anul 450 î e n , lungid:\Electronica\mea veche a anului de 355 de zile a fost corectată prin aceea că Ia fiecare doi ani se introducea o lună în plus care avea alternativ 22 şi 23 de zile Datorită acestui fapt, însă, anul devenise prea lung, de aceea s-a trecut la eliminarea uneia dintre lunile interd:\Electronica\calate, Ia început în mod dezordonat, iar apoi după fiecare 24 de ani Datorită acestui fapt, cronologia s-a încurcat atît de mult, încît s-a creat o diferenţă de 85 de zile între apariţia de fapt şi cea nominală a echinoxului Petrecînd anii 48—47 în Egipt, Cezar, după sfatul învăţatului alexandrin Sosigene, a hotărî! să adopte calendarul alexandrin de 365 de zile şi cu an bisect la fiecare 4 ani, în care între 23 şi 24 februarie se intercala o zi în plus Noul calendar a fost introdus în anul 45 î e n Cezar s-a ocupat, de asemenea, de problema organizării unei măsurători generale a pămînturilor întregului Imperiu Roman Lucrarea scrisă de el despre aceasta nu ni s-a păstrat însă, iar măsurătorile ca atare au fost efectuate abia în timpul lui August (63 î e n — - 14 e n ) care a încredinţat conducerea măsurătorilor renumitului general şi constructor Marcus Vipsanius Agrippa Lucrările cartografice la care a participat inginerul roman de drumuri Balbus şi grecul Heron Metricul, identificat în mod greşit de unii istorici cu Heron din Alexandria, au durat din anul 37 pînă în anul 20 î e n Ca rezultat, a fost creată o mare hartă a lumii romane denumită după numele lui Agrippa şi expusă pentru public într-un portic sped:\Electronica\cial construit Descrierea hărţii dată de Agrippa a servit drept izd:\Electronica\vor pentru Istoria naturală a lui Pliniu Datorită acestor lucrări, romanii au cunoscut lucrările alexand:\Electronica\drine asupra agrimensurii practice şi a geodeziei, iar mai tîrziu şi lucrările lui Heron din Alexandria Au fost introduse aparate cadastrale mai perfecţionate, se-utilizau formule mai exacte pend:\Electronica\tru calculul ariilor, ale căror frontiere nu erau dreptunghiuri Marcus Terentius Varro (circa 116 — 27 î e n ), învăţat multilated:\Electronica\ral, a fost autorul unei serii de lucrări de matematică care, din păcate, nu au ajuns pînă la noi: Măsurători (Mensuralia), Geod:\Electronica\metria în care figura Pămîntului era reprezentată în forma unui ou, tratatul Aticul sau despre cifre (Atticus sive de numeris, exd:\Electronica\punerea aritmeticii romane), precum şi o enciclopedie în 0 volume ale cărei cărţi IV şi V au fost consacrate geometriei şi aritmeticii, iar IX arhitecturii în a doua jumătate a secolului I î e n , a trăit Vitruviu, ingid:\Electronica\ner militar în timpul lui luliu Cezar şi al lui August, mare cond:\Electronica\ 202 structor şi arhitect care a condus, probabil, construcţia si funcd:\Electronica\ţionarea apeductelor Vitruviu este autorul lucrării Zece cărţi asupra arhitecturii terminată de el la sfîrşitul vieţii sale, prin anul 14 î e n In această enciclopedie a arhitecturii, există o sene de pasaje referitoare mai mult sau mai puţin la matemad:\Electronica\tică, care dovedesc cunoştinţele apreciabile ale autorului în acest domeniu Vitruviu discută rapoartele diferitelor părţi ale corpului uman, dă o schiţă a învăţăturii lui Aristoxen despre rad:\Electronica\poartele armonice, face o descriere a trei descoperiri matematice, după părerea sa cele mai importante, şi anume a incomensurad:\Electronica\bilităţii diagonalei şi laturii unui pătrat, a triunghiului pitagoreic cu laturile 3,4,5 şi a determinării greutăţii unei coroane Lucrad:\Electronica\rea mai conţine descrierile instrumentelor cadastrale şi indicaţii pentru folosirea lor In descrierea măsurării distanţelor, Vitruviu admite că perimetrul unei roţi al cărei diametru este egal cu \ - 1 • • 4—picioare, este egal cu 12— picioare, adică el pune Te = 3 6 2 Vitruviu folosea desene ale planurilor şi faţadelor clădirilor, fiind prin aceasta unul din fondatorii geometriei descriptive In lucrarea păstrată în 12 volume Despre agricultură (De rustica) a lui Junius Moderatus Columella scrisă probabil în anul 62 e n , capitolul II al cărţii V este consacrat problemelor cad:\Electronica\dastrale Aici cititorul face cunoştinţă cu sistemul de măsuri şi cu rezolvarea unor probleme de geometrie, însă numai prin exemd:\Electronica\ple concrete, fără să fie indicate reguli generale Sextus Julius Frontinus (aproximativ 40—103 e n ) a scris despre măsurarea Pămîntului, tehnica militară şi apeducte In ultima lucrare (terminată prin anul 98) se întîlnesc o mulţime de calcule de perimetre ale ţevilor de apeducte în care se ia tc = 3— > exprimat aproximativ în fracţii cu baza 12 Fragmente ale altor lucrări ale lui Frontinus, la fel ca şi ale lui Hyginus, Balbus, Celsus, Nipsus, Epafroditus, Vitruvius Rufus, sînt cunoscute după un manuscris care a căpătat denumirea de Codex arcerian şi care provine probabil din secolele VI — VIL Toţi scriitorii amintiţi au folosit izvoare alexandrine Geod:\Electronica\metria îi interesa de preferinţă ca disciplină aplicativă; ei au fost porecliţi „agrimensori" (hotărnici) Interesul pentru măsurad:\Electronica\rea pămîntului a crescut în legătură cu dezvoltarea proprietăţii particulare asupra pămîntului şi reîmpărţirea posesiunilor fund:\Electronica\ciare sociale, cu litigiile judiciare tot mai frecvente asupra hotad:\Electronica\relor parcelelor de pămînt, unde părerea agrimensorilor era hotăd:\Electronica\ 203 rîtoare Din asemănarea dintre terminologia folosită de ei, repre-zentînd oarecum o traducere literală a termenilor folosiţi de Heron Alexandrinul, Cantor şi alţii au conchis că agrimensorii ar fi fost elevii săi, de aceea au stabilit timpul vieţii sale nu mai tîrziu de secolul I e n , ceea ce a fost însă infirmat pe baza studiului lucrărilor sale de mecanică Asemănarea dintre terminologia şi metodele agrimensorilor şi a lui Heron din Alexandria trebuie astfel căutată într-un izvor cod:\Electronica\mun, şi anume metodele cadastrale răspîndite la savanţii alexand:\Electronica\drini, metode ce le-au parvenit din Egipt, posibil şi din Babilon, iar de la ei au trecut şi la romani In acelaşi fragment se întîlnesc şi propoziţii aritmetice, şi anume probleme asupra numerelor poligonale Dar numărul mare de erori ce se găsesc în aceste propoziţii de aritmetică şi în special faptul că aici este aşezată o figură ce nu are nici o legătură cu ele (un octogon regulat înscris în cerc cu linii ajutătoare trasate în el şi prevăzute cu notaţii literale, cînd este vorba de „numere" octogonale!) arată că acest fragd:\Electronica\ment a nimerit în lucrare în mod întîmplător, deoarece pe agri-mensori nu-i interesau problemele de aritmetică teoretică In modul acesta, după ce pentru un timp scurt de-a lungul unui veac şi jumătate, de la Cezar la Traian, romanii şi-au însuşit cunoştinţele matematice ale alexandrinilor atît cît să nu le fie străine cercetările de aritmetică teoretică, prin urmare şi noţiud:\Electronica\nile de algebră legate de ele, ei au încetat să mai înţeleagă lucrăd:\Electronica\rile greceşti corespunzătoare chiar în traducerea latină Despre cunoştinţele practice ale romanilor în matematică ne putem face o idee şi pe baza lucrărilor juridice şi economice Romad:\Electronica\nii foloseau de mult dobînda împotriva căreia fusese editată încă în anul 342 î e n o lege care desigur nu era respectată Calculul dobînzii făcea parte din cunoştinţele general răspîndite Se făceau de asemenea calcule în care se ţinea seama de timpul probabil de folosire a diferitelor bunuri, aşa cum arată Ulpian care a trăit la sfîrşitul secolului al II-lea şi la începutul secolului al III-lea e n Dar nu se poate conchide din această observaţie dacă se determina durata probabilă a vieţii şi cum anume Calcule destul de complicate au fost legate de dreptul de moştenid:\Electronica\re Un caz care a căpătat o mare popularitate şi a intrat în multe manuale, atît de drept cît şi de matematică, este următorul: cineva, murind, a lăsat testament că dacă soţia sa gravidă va • j > „ - ;, V ; 4, ' 2 , avea un băiat, atunci copilul trebuie să moştenească—din avere, 204 iar soţia-— : iar dacă se naşte o fată ea va căpăta— , iar soţia ' 3 ' 3 2 ; dar s-au născut doi gemeni: un băiat şi o fată Cum trebuie împărţită averea testată? Despre disputele legate de aceasta ne comunică mari jurişti romani Salvianus Julianus, care a trăit în mijlocul secolului al Il-lea e n a dat următoarea soluţie: înd:\Electronica\treaga moştenire trebuie împărţită în 7 părţi egale, din care fiul capătă 4, mama 2 şi fiica 1 parte, deoarece în acest fel fiul, în conformitate cu testamentul, va căpăta de două ori mai mult decît mama, iar mama de două ori mai mult decît fata Un contemporan al lui Salvianus Julianus a fost Apuleius din Madaur, o colonie romană din Africa de nord (aproximativ 135— 180 e n ) care a învăţat în Atena Apuleius este cunoscut ca autor al romanului satiric Măgarul de aur, însă a fost şi autorul unei serii de lucrări de matematică Apuleius a tradus în limba latină Aritmetica lui Nicomah Lui i se atribuie şi manualul de aritd:\Electronica\metică practică pentru comercianţi Heron din Alexandria, poreclit Heron Mecanicul, a fost unul din marii matematicieni-enciclopedişti ai antichităţii care a scris aproape în toate problemele matematicii, mecanicii, astrod:\Electronica\nomiei şi fizicii Datele vieţii acestui remarcabil inginer şi înd:\Electronica\văţat sînt atît de disputate încît într-un timp se presupunea că el ar fi trăit la începutul secolului I î e n , sau chiar mai înainte, în timp ce astăzi se înclină a se crede că viaţa şi activitatea sa corespund timpului dintre Ptolemeu şi Pappus, adică în secolul al III-lea e n Heron a scris pentru ingineri, arhitecţi, meşteri meşteşugari, lucrările sale urmărind mai mult scopuri aplicative decît teoretice El a scris un îndreptar practic şi teoretic de geod:\Electronica\dezie care a servit acestui scop timp de multe secole Totodată, Heron a dezvoltat la o treaptă înaltă matematica calculatorie, ridicînd rezolvarea problemelor cu ajutorul algebrei geometrice pînă la rezultate numerice concrete, sub forma în care ele sînt necesare pentru practică In domeniul pur teoretic, Heron a scris comentarii la Elementele lui Euclid Intr-o altă lucrare, Definiţiile, Heron expune termenii tehnici folosiţi în geometrie, bazîndu-se pe învăţătura lui Euclid, aud:\Electronica\torul Principiilor teoriei geometrice Valoarea acestei lucrări constă în aceea că aici sînt date diferite definiţii ale noţiunilor de geomed:\Electronica\trie separate, în dezvoltarea lor istorică 205 Metrica lui Heron Cea mai importantă lucrare de geometrie a lui Heron este Metrica sa (învăţătura despre măsurare) în trei cărţi Cartea I conţine regulile de măsurare a ariilor suprafeţelor Aici este dată formula dC calcul a ariei unui triunghi scalen, aşa-numita „formula lui Heron" care, probabil, a fost cunoscută încă lui Arhimede şi pe care Heron o demonstrează cu ajutorul cercului înscris Heron dă exemple numerice, şi anume exemple în care se cere extragerea rădăcinilor pătrate ce duc la iraţionalităţi Heron aplică metoda babiloniană de extragere aproximativă a rădăcinii pătrate, procedeul egiptean de notaţie a fracţiilor şi de expunere a regulilor Astfel, la Heron tradiţiile orientale sînt şi mai puternice decît la Hiparh şi Ptolemeu Pentru mi hexagon regulat înscris într-un cerc de raza r, He- 7 ron consideră că valoarea aproximativă a laturii sale este a = —r, \ 8 precum şi că a este aproximativ egal cu distanţa de la centrul cercului pînă la latura unui hexagon regulat înscris în cerc, adică —1/3 Pentru cerc el dă valoarea dată de Arhimede ti = — , pre-2 ' 7 cum şi limitele mai precise decît cele găsite de Arhimede, puţin utile pentru practică, după părerea lui Heron Cartea I se încheie cu indicaţii asupra felului cum trebuie determinată aria figurilor plane neregulate, precum şi a suprafeţed:\Electronica\lor neregulate In primul caz, se înscrie un poligon astfel încît conturul lui să nu difere prea mult de conturul curbiliniu al fid:\Electronica\gurii şi aria poligonului se determină ca suma ariilor triunghiu-rilor ce o compun In al doilea caz suprafeţele trebuie acoperite cu bucăţi de hîrtie sau pînză subţire, iar apoi netezite şi măsud:\Electronica\rate ariile lor Cartea II este consacrată măsurării volumelor Ea se încheie cu observaţia că Arhimede a măsurat volumele corpurilor nered:\Electronica\gulate, cufundîndu-le în apă şi măsurînd volumul lichidului dezd:\Electronica\locuit de ele Cartea III se ocupă cu împărţirea figurilor în părţi aflate într-un raport dat între ele, şi anume atît a figurilor plane cît şi a corpud:\Electronica\rilor: piramidă, con şi sferă Heron urmează aici lucrarea lui Euclid Despre împărţirea (figurilor) şi parţial tratatul lui Apod:\Electronica\loniu Despre secţionarea ariei şi tratatul lui Arhimede Despre sferă şi cilindru El rezolvă însă şi multe probleme originale 206 In împărţirea volumelor trebuie extrasă rădăcina cubică, şi Heron expune metoda determinării ei aproximative Geometria lui Heron O altă lucrare a lui Heron, Geometria egiptean de scriere a fracţiilor Lungimile şi ariile sînt exprimate în unităţi particulare de măsură şi se acordă multă atenţie transformării unor unităţi de măsură în altele In Geometrie sînt rezolvate şi ecuaţiile pătratice; sînt conţinute de asemenea şi 13 probleme de ecuaţii nedefinite Astfel, se cere să se găsească două dreptunghiuri, încît perimetrul celui de-al doilea să fie egal cu de trei ori perimetrul primului şi ca aria prid:\Electronica\mului să fie egală cu de trei ori aria celui de-al doilea Aici se află, de asemenea, probleme de determinare a unui triunghi dreptd:\Electronica\unghic cu laturi raţionale şi arie dată, sau cu suma ariei şi a perimetrului dată Lucrarea lui Heron Stereometria, în afară de măsurarea volud:\Electronica\melor corpurilor geometrice, include şi măsurarea volumelor clăd:\Electronica\dirilor, teatrelor şi amfiteatrelor, bazinelor de înot, fîntîni, nave, butoaie de vin şi altele Geodezia reprezintă un extras din Geomed:\Electronica\trie privind părţile referitoare la triunghiuri Lucrarea Măsurăd:\Electronica\torile, atribuită lui Heron, conţine de asemenea indicaţii asupra măsurării atît a figurilor geometrice, cît şi a diferitelor vase, stane de piatră de diferite forme, coloane, turnuri, bolţi şi altele Un conţinut asemănător îl avea şi lucrarea Geoponica (despre construcţia Pămîntului) O lucrare importantă a lui Heron este Dioptra Aşa se numea un aparat ce servea anticilor în locul teodolitului actual După o descriere amănunţită a acestui aparat, aici se rezolvă mai întîi probleme asupra „altitudinii şi distanţei", ca, de exemd:\Electronica\plu: determinarea diferenţei de altitudini a două puncte, să se ducă o dreaptă care uneşte două puncte dintre care unul este ind:\Electronica\vizibil, să se măsoare lăţimea minimă a unui rîu etc In lucrare se dă şi o descriere a hodometrului (aparat pentru măsurarea drud:\Electronica\mului parcurs de o căruţă) 207 Fig 43 Lucrările lui Heron în mecanică şi optică Lucrarea lui Heron Mecanica începe cu descrierea unui mecanism compus din roţi dinţate pentru deplasarea unei greutăţi date cu ajutorul unei forţe date Examinînd mişcarea roţilor şi a arborilor cilindrici Heron observă că cercul, la fel ca şi cilindrul şi sfera, este figura cea mai mobilă Heron încearcă să rezolve aşa-nu-mitul „paradox al lui Aristotel" cond:\Electronica\ţinut în Mecanica sa, adică să explid:\Electronica\ce de ce un cerc mare parcurge cu unul mic o distanţă egală dacă ei au centru comun Doar în timpul cînd ei se rostogolesc separat distanţele lor rectilinii parcurse se raportează între ele ca diametrii lor Apoi Heron demonstrează că mişcările uniforme se compun după regula paralelogramului din asemănarea triunghiurilor AEG şi ACD (fig 43), în care punctul A se mişcă uniform pe dreapta AB, în timp ce această dreaptă, rămînînd paralelă cu ea însăşi, se mişcă uniform pînă la poziţia CD, EF fiind o poziţie intermediară Heron examinează mar departe mişcarea corpului pe un plan înclinat, centrele de greutate, cinci maşini mecanice simple: roata şi axa ei, pîrghia, scripete-le, pana şi şurubul y Lăsînd de o parte lucrările lui Heron cu caracter mecanic aplid:\Electronica\cativ, ce conţin cunoştinţe asupra balisticii,teoriei lichidelor şiga-zelor şi prezintă un mare interes pentru istoria fizicii şi tehnicii, lucrările sale asupra construcţiei maşinilor militare, a clepsidrelor* şi a automatelor, mai observăm încă faptul că, în lucrarea Catoptrica (partea din optică ce stud:\Electronica\diază imaginile în oglindă), Heron a dat demonstraţia egad:\Electronica\lităţii unghiurilor de incidenţă şi de reflexie, demonstraţie ce pleacă de la principiul filozofiei naturii că „natura nu face nimic în zadar" şi că de aceea lumina se propagă pe dreaptă, adică pe drumul cel mai scurt Şi Heron demonstrează că dintre toate liniile frînte SNS' (fig 44), ce duc de la obiectul S la oglinda O Fig 44 208 iar apoi către ochiul 5', cea mai scurtă va fi aceea ale cărei ambe părţi formează cu oglinda unghiuri egale, adică SAS' Pappus Despre Pappus din Alexandria se ştie doar că a trăit la sfîrşitul secolului al III-lea e n şi s-a ocupat de restabilirea cunoştinţelor matematice clasice uitate Lucrarea principală a lui Pappus este Culegerea sa în 8 cărţi — un îndreptar complet de geometrie, scris concis şi clar, cu o cunoaştere profundă şi multilaterală a obiectului Tratatul conţine o mulţime de informaţii istorice, se indică circa 30 de autori diferiţi, datorită cărui fapt el serveşte drept izvor impord:\Electronica\tant de istorie a matematicii Prima carte a acestei lucrări, precum şi prima jumătate a cărţii II (13 propoziţii) sînt pierdute A doua jumătate a cărţii III este consacrată octadelor lui Apoloniu Cartea III constă din patru părţi Partea I expune istoria prod:\Electronica\blemei privind determinarea a două medii proporţionale între două segmente Partea a Il-a prezintă teoria diferitelor feluri de medii Partea a IlI-a conţine o serie de paradoxuri geometrice luate din lucrarea Paradoxele lui Ericinus, predecesor sau contemporan cu Pappus Aici, de exemplu, se ded:\Electronica\monstrează că se pot construi triund:\Electronica\ghiuri (sau paralelograme) ale căror laturi sînt mai mari decît laturile unui triunghi (paralelogram) dat, însă aria este mai mică In partea a IV-a se rezolvă probled:\Electronica\ma înscrierii poliedrelor regulate într-o sferă, dar Pappus procedează complet altfel decît Euclid Cartea IV constă din cinci părţi Partea I conţine o generalizare inted:\Electronica\resantă (aşa o numeşte Pappus însuşi), a „teoremei lui Pitagora" Dacă pe la- Fig 45 turile AB şi AC ale triunghiului ABC (fig 45) construim paralelograme arbitrare ABDE şi ACFG, apoi prelungim pe DE şi FG pînă la intersecţia lor H şi unind pe H cu A, ducem BM şi CN paralel cu HA, atunci paralelograd:\Electronica\mul BCNM va fi egal cu suma paralelogramelor ABDE şi ACFG In partea a Il-a sînt examinate cercurile înscrise în ârbelos (cosor) al lui Arhimede Aici se demonstrează ingenios eă dacă 14— Istoria matematicii în antichitate 209 Fig, 46 în această figură (fig 46) este înscrisă o serie de cercuri cu centrele P, P1} P2, ■■■ din care primul este tangent la toate cele trei semicercuri iar celelalte tangente la două şi dacă diametrele cercurilor înscrise sînt egale cu d, dx, d2, iar perpendicularele coborîte din centrele lor pe AB sînt egale cu p, plt p2, atunci are loc egalitatea p = d In părţile III şi IV, Pappus se ocupă de cvadratura cercului şi trisecţiunea unghiului Pentru a construi cvadratricea, Pappus în afară de metoda mecanică, a propus alte două metode ce folod:\Electronica\sesc fie intersecţia unei suprafeţe elicoidale cu un plan, fie intersecd:\Electronica\ţia unui con circular drept cu un cilindru drept, avînd ca bază spirad:\Electronica\la lui Arhimede Mai departe urd:\Electronica\mează o digresiune consacrată spid:\Electronica\ralei pe o suprafaţă sferică Aplicînd metoda exhaustiei, Pappus demonstrează că aria suprafeţei dind:\Electronica\tre spirală şi cadranul BC se raportează la aria emisferei ca aria segmentului circular BC, la aria sectorului circular OBC In ultima parte a cărţii IV se studiază împărţirea unghiului în trei sau mai multe părţi egale cu ajutorul alunecării Cartea V începe cu o prefaţă extrem de interesantă scrisă într-o 'imbă literară minunată Despre inteligenţa albinelor, în care se spune că „deşi zeii l-au înzestrat doar pe om cu raţiune, ei le-au dat animalelor instinctul Astfel, albinele nu consideră potrivit să toarne mierea neglijent, oriunde la întîmplare, ci culegînd aromele din cele mai frumoase flori, ele mai întîi construiesc din ele vase numite faguri, toate egale, asemănătoare, lipite între ele Insă numai trei figuri regulate dreptunghice —triunghiul, pătrad:\Electronica\tul şi hexagonul — satisfac această condiţie Şi albinele au ales pentru construirea fagurilor lor acea figură ce are numărul cel mai mare de unghiuri, deoarece ele au conchis că ea va conţine mai multă miere decît celelalte la un consum egal de material Noi însă, care pretindem că posedăm mai multă înţelepciune decît albinele, ne vom ocupa de studiul unei probleme mai gened:\Electronica\rale, şi anume a aceleia că dintre toate figurile plane cu laturi şi unghiuri egale, avînd perimetrul egal, aria cea mai mare o are acea figură ce are numărul cel mai mare de unghiuri şi dintre toate figurile plane de perimetru egal, aria cea mai mare o are cercul" 210 Desigur că lui Pappus i se poate ierta necunoaşterea faptului ca forma uimitor de raţională a celulelor albinelor nu este o cond:\Electronica\secinţă a unui plan intenţionat şi a predestinării dumnezeieşti, ci o consecinţă a adaptării ca rezultat al selecţiei naturale Ridică obiecţii doar asemenea concepţii naive atunci cînd ele continuă să fie emise şi astăzi de către adepţii concepţiei teologieo-teleolo-gice asupra lumii, de către neoto-mişti (adepţii lui Toma din Aquino), J Maritain, E Gilson şi alţii întreaga carte V este consacrată problemelor izoperimetrice Pappus subliniază că pînă la el ele erau rezolvate prin metoda analitică, în timp ce el aplică o metodă proprie, sintetică, considerînd-o mai clară şi mai scurtă El remarcă, de ased:\Electronica\menea, că filozofii au afirmat că lumea ar avea forma unei sfere, corpul cel mai „perfect", cel mai frumos şi cel mai mare dintre toate corpurile de suprafaţă egală, însă demonstraţia acestei afirmaţii ei nu au dat-o Pappus însuşi demonstrează că sfera este mai mare ca volum decît orice poliedru regulat ce are suprafaţa egală cu sfera, precum şi mai mare decît conul şi cilindrul Cartea VI Culegere este o lucrare de astronomie Ea este cond:\Electronica\sacrată îndreptării propoziţiilor eronate ce se întîlneau în copiile lucrărilor de astronomie ale lui Teodosiu, Euclid, Menelau, Autolikos şi Aristarh Interesul matematic îl prezintă studiul formei aparente a cercului văzut dintr-un punct nesituat în plad:\Electronica\nul lui, problemă de care s-a ocupat încă Euclid în Optica sa Cartea VII este preţioasă, îndeosebi, prin faptul că în ea se dă o descriere destul de amănunţită a lucrărilor ce intrau în aşa-nu-mitul „tezaur al analizei", format din operele lui Euclid, Apod:\Electronica\loniu şi Aristeu, ce serveau ca îndreptar pentru ridicarea cunoşd:\Electronica\tinţelor de matematică Pappus dă, în legătură cu aceasta, defid:\Electronica\niţia analizei şi sintezei Trebuie observat că după descrierea tuturor lucrărilor ce intră în „tezaurul analizei", Pappus adaugă la Secţiunile conice ale lui Apoloniu un raţionament asupra locurilor geometrice ale puncted:\Electronica\lor raportate la trei sau patru drepte şi observă că studiul unor asemenea locuri, raportate la 5, 6 sau mai multe drepte, nu era cunoscut pînă la el Pappus spune că în cazul în care numărul 14* 211 dreptelor este mai mare decît 6, raportul dintre segmente nu poate fi exprimat geometric, deoarece în geometrie există doar trei dimensiuni, deşi unii autori şi-au permis să vorbească de dreptunghi înmulţit cu un pătrat sau cu un dreptunghi, fără a explica ce înţelegeau ei prin aceasta Pappus observă mai departe că în timpul său mulţi se ocupă de principiile primare şi de izvorul natural al obiectului cercetăd:\Electronica\rii matematice El citează două propoziţii asupra corpurilor de revoluţie ce anticipează teorema lui Guldin, fără a da însă demond:\Electronica\straţii în aceeaşi carte sînt culese o mulţime de leme care trebuiau să uşureze studiul operelor ce au intrat în „tezaurul analizei'' Cartea VIII este consacrată mecanicii; aici se face o distincţie intre mecanica teoretică ca ştiinţă matematică şi mecanica pracd:\Electronica\tică ca artă Apoi se rezolvă diferite probleme referitoare la cend:\Electronica\trul de greutate al figurilor, la mişcarea pe un plan înclinat, ca, de exemplu: se dă o greutate care poate fi mişcată pe un plan orizontal cu ajutorul unei forţe date şi un plan înclinat către orizont sub un unghi dat; se cere să se determine forţa necesară pentru a deplasa această greutate în sus pe planul înclinat Mai departe Pappus rezolvă problema construirii unei secţiuni conice fiind date 5 puncte, indicînd de unde a provenit ea Există un fragment dintr-o coloană cilindrică din care nu s-a păstrat nici o parte a bazei, nici perimetrul şi se cere să se determine diad:\Electronica\metrul ei Alegem atunci 2 puncte A şi B pe această suprafaţă cilindrică şi ducem din ele, ca din centre, 5 perechi de cercuri de diferite raze Perechile de cercuri de raze egale se intersectează în 5 puncte situate'într-un plan perpendicular pe AB Ele pot fi uşor transportate pe orice plan Pappus rezolvă, de asemenea, şi problema înscrierii în cerc a 7 hexagoane regulate egale şi se ocupă, de asemenea, de cond:\Electronica\strucţia roţilor dinţate şi a şuruburilor Trebuie menţionată o particularitate importantă a lucrărilor lui Pappus El utilizează literele majuscule pentru a nota numed:\Electronica\rele generale, alături de literele minuscule (de rînd) ce sînt folosite pentru a nota numerele concrete După cum am mai observat, notaţia mărimilor prin litere a fost introdusă încă de Aristotel şi larg folosită,de Euclid şi de alţi matematicieni din epoca elenisd:\Electronica\tică, care notau toate numerele-segmente cu litere majuscule; dar, intenţionat sau neintenţionat, Pappus a lăsat de o parte reprezentarea intuitivă Acesta era un pas important ce a pregătit apariţia algebrei în matematica antică însă, notaţia algebrică 212 folosită pentru rezolvarea ecuaţiilor a fost pentru prima dată introdusă ca sistem de către Diofant Diofant din Alexandria a trăit probabil pe la anul 250 e n In antologia greacă, pe lîngă versurile deja amintite, atribuite lui Euclid, mai există un vers privind datele vieţii lui Diofant în el sc spune că copilăria lui alcătuia — din viaţa lui, barba 6 • - 1 '" : 1 ' ' ■•''- a început să crească după — , el s-a însurat după — şi după 5 ani i s-a născut un fiu care a trăit — din virsta tatălui, iar acesta 2 s din urmă a murit ia 5 ani după moartea fiului De aici, pentru vîrsta lui Diofant se obţine ecuaţia: • > • A • 1 1 1 — x 4- •— x 4 — x -f- 5 4- •— x 4* * ~ X, 6 12 7 2 de unde x = 84, dacă desigur această antologie, editată în secod:\Electronica\lul al \ I-lea de către gramaticul Metrodor, nu redă date invend:\Electronica\tate Lucrarea principală a lui Diofant este Aritmetica care conţine 13 cărţi dintre care însă nu ni s-au păstrat decît 6 In aceste cărţi el aplică consecvent notaţiile sale algebrice In prid:\Electronica\mul rînd, pentru mărimea necunoscută (x al nostru) pe care Diod:\Electronica\fant o defineşte ca conţinînd o mulţime nedefinită de unităţi şi o numeşte simplu aritmi's, adică „număr'', el introduce un semn care are forma lui S • Coeficientul numeric Diofant îl scrie alături după semnul necunoscutei: astfel S'CCC = M aritmoi = = lij- Puterile necunoscutei Diofant le notează cu literele iniţiale ale denumirilor greceşti corespunzătoare: x2 — dinamis — £ , x3 — kubos -r4 — dinamodinamis ^^ > •r'5 — dina- mokubos fifţ^ > -ri— kubokubos fţfţ^ Diofant avea de asemenea notaţii pentru valorile reciproce ale necunoscutei şi puterile lor: — arithmoston — dinamoston Ş* aşa mai departe Puterile mai mari decît a 6-a nu erau examid:\Electronica\nate de Diofant La Diofant nu existau nici un fel de semne pend:\Electronica\tru operaţiile de adunare, înmulţire şi împărţire Adunarea era 213 notată pur şi simplu prin aceea că termenii se scriau alături, de exemplu, x3 + + 5x se scm ^^(X$W"pS'£ Pentru notaţia unităţilor ca termeni aditivi se folosea prescurtad:\Electronica\rea — literele iniţiale ale cuvîntului „monos" — unitatea, de exemplu: Xz + 13a;4 + 5a; + 2 se "scria ^{^^^l^S'EjU^jS Pentru scădere, Diofant folosea semnul — probabil prescurtad:\Electronica\rea cuvîntului „leipsis'" — „se cere''; In acest caz în polindm se seriau mai întîi toţi termenii pozitivi, iar apoi toţi termenii negativi separaţi de primii prin semnul de exemplu: x3 — 5a:2 + 8 a; — lcaa;3 + 8,r — (5a;2 4- 1), adică Datorită faptului că Diofant dispunea doar de un singur simbol pentru notaţia necunoscutei, el a fost nevoit să reformuleze în prealabil orice problemă cu mai multe necunoscute, astfel încît toate necunoscutele să fie exprimate prin una singură In cazul ecuaţiilor nedefinite, el lua în locul unora dintre necunoscute numere arbitrare, indicînd totodată că s-ar fi putut lua în locul lor şi oricare altele şi de aceea soluţia lui nu pierdea din generad:\Electronica\litate Pentru a exprima toate necunoscutele prin una singură, Diofant era nevoit să utilizeze cele mai variate procedee, uneori foarte ingenioase Diofant folosea peste tot numai numerele întregi pozitive şi fracţiile pozitive El nu avea noţiunea de mărime negativă Ecuad:\Electronica\ţiile ce duceau la astfel de soluţii el le numea imposibile, absurde El nu folosea nici iraţionalităţile şi dacă se întîlneau rădăcini iraţionale, apărea la el o problemă suplimentară de a alege măd:\Electronica\rimile ce figurează în ele, astfel încît rezultatul să fie raţional In Aritmetica Diofant rezolvă prin metoda generală anumite ecuaţii liniare şi pătratice şi numai într-un singur caz particular o ecuaţie cubică Pentru ecuaţiile de forma: axxn 4- bx 4- a2xn + b2 + = cxxn + dx + c2xn + d2 +••• Diofant indică regula generală ce constă în reducerea termenilor asemenea şi în eliminarea termenilor negativi, posibil prin adăud:\Electronica\garea la ambele părţi ale ecuaţiei a unor mărimi egale, pînă cînd / 214 ea capătă forma ax11 =b După aceasta problema se consideră rezolvată, dar se ia în considerare doar unica rădăcină pozitivă Coeficienţii a şi b trebuie să fie astfel, încît rădăcina să fie raţiod:\Electronica\nala In cazul în care ecuaţia se simplifică cu xm, rădăcina ,r - 0 nu se ia în consideraţie In rezolvarea ecuaţiilor pătratice complete de cele trei tipuri pe care le-am mai întîlnit, ce dau rădăcini pozitive, Diofant nu formulează regula generală, deşi promite să facă aceasta (este posibil ca aceasta să fi existat în partea pierdută a lucrării), ci o prezintă pe numeroase exemple In acest caz se indică marginile inferioare şi superioare ale iraţionalităţilor ce se întîlnesc, iar rădăcina pătrata este considerată numai cu semn pozitiv Problema dacă Diofant cunoştea existenţa celei de-a doua rădăd:\Electronica\cini a ecuaţiei, corespunzătoare rădăcinii pătratice cu semn negad:\Electronica\tiv, a fost mult discutată Nu încape însă îndoială că sub forma geom3trică, cînd se aplica algebra geometrică, existenţa a două soluţii era examinată încă de Euclid în Elementele sale lp, iar membrul II în factorii y — z şi y 4- a; şi egalîndu-i obţinem: y ± z = (" ~ P) » + (" -Jj (3) y4rz = p (4) Adunînd (3) cu (4) şi ridicînd la pătrat obţinem: 2 1 f(a-p)a:+ (a - 6) 12 yl = 0 x 4" a = — | " — ' 4" Pj > de unde după simplificare obţinem: (a — B)2*2 + 2x [(a - B) (a - b) - p2 (a 4- Wj + (a - fc)2 -— 2p2(a 4- b) + p4 = 0 Pentru ca această ecuaţie să devină liniară, trebuie ca, fie coefid:\Electronica\cientul lui x2, fie termenul liber să fie egal cu zero Diofant exad:\Electronica\minează ambele cazuri, însă desigur nu sub forma generală, ci prin exemple numerice Ambele cazuri dau, desigur, numai soluţii particulare ale sistemului (1), (2) Acest sistem, ce se reduce la ecuaţia: Ay2 - Bz2 = C, 217 a fost complet soluţionat doar datorită teoriei formelor pătratice, creată de Gauss (1801) Deoarece Diofant caută soluţiile pozitive, el este adesea nevoit să le determine astfel, încît ele să fie situate între anumite limite, ceea ce conduce, de exemplu, la problema: să se găsească valoarea lui x astfel încît x" să fie cuprins între limite date a şi b Diofant înmulţeşte pe a şi b mai întîi cu 2", apoi cu 3n ş a m d , pînă cînd se găseşte un număr c, astfel încît are loc inegalitatea apn y = — , x 4 y = —; z z z z atunci : PI i P'l i o 4 p = a, — + q 219 de unde p — q = a — b Prin urmare, trebuie să descompunem pe c în două părţi, astfel încît diferenţa acestor părţi să fie egală eu a — b Diofant aplică metoda falsei ipoteze, luînd mai întîi p şi q în mod arbitrar doar eu condiţia ca p 4- q = c, iar apoi, introduce corecţii In definitiv, el obţine z2 = p 3, 2) (IV, 11) x3 — ys=x — g, 3) (V, 29) x* + + z* = h2 220 Aici Diofant pune u = u:2 — p de unde obţine ~x* = p* " y* • El admite p = y2 -\- 4, z = 2 de unde se obţine: r2 = 4y' y* + 4 Punînd y2 -f- 4 = (t/ 4- l)2, el obţine: V = 1 ~ ujiocog5ux (gSpaeMenmbi u ceudemejibcmea), iioa peA T cp AjieKcaHiipoBa, M , 1940 89 P T a n n e r y, Memoires scientifiqu es, voi 3, Paris, 1912—1913 90 E F r a n k, Plato und die sogenannten Pythagorăer, Halle, 1923 91 Aristotle, De caelo, The works of Aristotle, transl J L Stocks, voi 2, Oxford, 1930 92 E b k ji h h, «H anaua», nepeB h KOMMeHTapim Jţ Jţ Mopjryxaii- BoJiTOBCKoro, t 1, kh I—IV, M —Jl , 1948; t II, kh VII—X, M —JI , 1949; t III, kh XI—XV, M -JI , 1950 93 P H M i c h e 1, De Pythagore d Euclide, Paris, 1950 94 A R e y, La science dans l'antiquite, voi I—III, Paris, 1930—1939 95 A p h c t o t e ji b, 0u3uxa, nepeB B H KapnoBa, M , 1937 96 B L van der Waerden, Zenon und die Grundlagenkrise der griechischen Mathematik, „Mathematische Annalen", Bd 117, 1940 97 C fl Jlvpte, Teopun 6ecKoneHHO Majiux y dpeenux amoMucmoe, M —JI , 1935 98 S i m p 1 i c i u s, Physica, Berlin, 1882—1895 99 IIJiaTOH, Menon, Conunenua, nepeB B H KapnoBa, t 2, Cn6 , 1863 100 ApncTOTeJib, AnajiumuKu nepeaa u emopan, nepeB B A cDoxTa, M , 1952 101 H T B a iu m a k o b a, ApugSjuemuuecKue khusu «Hanaji» Een xu- da, b kh : HcmopuKo-MameMamuHeCKue uccjiedoeanun, buh 2, M —JI , 1949 102 M fl BnrojţCKHE, «Hanajia» EeKjiuda, B kh : McmopuKo- MameMammecKue uccjiedoeanua, Bun I M -JI , 1948 103 B H Mojiohhihh, Bbui au Eenjiud nocjiedoeameJieM IIjiamoHal, B kh : HcmopuKo-MameMamunecKue uccjiedoeanun, Ban 2, M -JI , 1949 104 JI E MaftCTpoB, O cmambe M R BusodcKoso «Haua-ta» EeK iu()a, B kh : IlcmopuKo-MameMammecKue uccjiedoeanun, Bun 2, M —JI , 1949 105 Euclide, Les donnees, Oeuvres en grec, en latin et en franţais, Ed F Pevrard, voi 3, Paris, 1818 106 Ji, Ji, Mopjiyxa h-B o ji t o b c k o fi, IIopuaMu u danuue, B kh : Tpydu coseiuanun no ucmopuu ecmecmeo3Hauun, M , 1948 107 A p x h m e n, IIocAaHue k 9pamoc(J)eny o ueKomopbix meopejuax Me- xaHunu, B kh : H TetiSepr, Hoeoe conunenue ApxuMeda IlepeB H K> THMHeHKO, Oii,ecca, 1909 108 T H e a t h, A history of Greek Mathematics, voi 1—2, Oxford, 1921 109 A r c h i in e d e, De l'equilibre des planes ou des contres de gravite de planes, Oeuvres compleles, trad P Ver Eecke, Paris — Bruxelles, 1921, 110 Archimede, La quadrature de la parabole, Oeuvres completes, trad P Ver Eecke, Paris — Bruxelles, 1921 236 111 A II IO ui i; e B M 4, O Memode ucnepnbieanuH dpeenux MameMamu- Koe, B kh : Tpydbi coeemanua no ucmopuu ecmecmeo3HaHu i, M , 1948 112 ApxHMejţa ABe khhhi: O mape u uujiundpe, H3Mepenue npyza u jieMMbi, nepeB T eoMempunecnue npeo6pa3oeanua e paâomax Jleonapda 9uAepa, B kh : HcmopuKo-MameMamuHecKue uccjiedoeanux, Bun 10, M , 1957 124 M K r a u s e, Die SphSrik von Menelaos aus Alexandrien in der Verbesserung von Abu Nasr Mansur b 'Abi b 'Irăq mit Untersuchun-gen zur Geschichte des Texte» bei den tslamischen Mathematiker, Berlin, 1936 125 Nicomachus of Gerasa, Inlroduciion to Arithmelic, transl M L D'Ooge, Ann Arbor, 1938 126 P t o 1 o m â u s, Syntaxis mathernatica, ed 1 1, Heiberg, Bd 1—2, Leipzig, 1898 127 BHTpyBHtt, JJecnmb khuz 06 apxumenmype, nepeB A lle- TpoBCKOro, M , 1936 128 M Cantor, Die romischen Agrimensoren und ilire Stellung in der Feldmesskunst, Leipzig, 1875 129 Hero Alexandrinus, De mensuris, Opera quae supersunt omnia, ed 1 L Heiberg, t 5, Leipzig, 1914 130 Idem, Geometrika, Opera quae supersunt omnia, t 4, ed J L Hei- berg, Leipzig, 1912 131 Pappi Alexandrini, Collections quae supersunt, ed F Hultsch, Bd 1—2, Berlin, 1877 132 Diophante d' Alexandrie, Les six livres arithmetiques et la livre de nombres polygones, trad P Ver Eecke, Bruges, 1928 133 G I o r i a, Le scienze esatte nell'antica Grecia, Milano, 1914 237 INDICE DE NUME Agrippa Marcus Vipsanius (63—12 î e n ) 202 Abines (aproximativ 2000 î e n ) 35, 148 Al-Biruni (Abu-r-Reihan Muhain-med ibn Ahmed al-Biruni, 973-1048) 153, 235 Alexandrov G F 234 Alexandru Macedon (356-—323 î en ) 128 Ammonius din Alexandria (secolul al V-lea) 227 Anaximandru (610—543 î e n ) 84-— 85 Apolodor (secolul al II-lea, î e n ) 191 Apoloniu din Perga (265—170 î e n ) 130, 152, 157, 164, 172, 174—175, 177, 180, 183, 190, 192, 199, 206, 209, 211, 223—225, 227, 235 Apuleius Lucius din Madaur (aprod:\Electronica\ximativ 135—180) 205 Arehibald R C 231 Arhimede (287—212 î e n ) 73, 76— 77, 91, 101, 103, 117—119, 123, 130, 144, 153, 169, 171—178, 180—183, 206, 209, 210, 222, 227, 234, 235 Arhitas din Tarent (aproximativ 428—365 î e n ) 87, 93, 96, 109— 110, 116, 173 Aristarh din Samos (secolul al III-lea î e n ) 152—153, 166, 190, 211 Aristeu (secolul al IV-lea î e n ) 152, 211 Aristofan (452—380 î e n ) 76, 234 Aristotel (384—322 î e n ) 71, 73—74, 85, 87, 97—99, 101—102, 109, 123—127, 130, 132, 136—137, 149, 160, 190, 208, 212, 226—227, 229, 233—234 Aristoxen (secolul al IV-lea î e n ) 203 Aryabhata (secolul al V-lea) 153 Assurbanipal (secolul al Vll-lea î e n ) 44 Attal I (241—197 î e n ) 178 August (Caius Octavianus Augustus, 63 î e n —14 e n ) 201—202 Autolikos din Pitana (secolul al IV-lea, î e n ) 152, 182, 211 Avdiev V I 232 Balbus (secolul I e n ) 202—203 Basmakova I G 140, 234—235 Beii E T 231 Bernoulli Jacob (1654—1705) 193 Boethius Amicius Manlius Severi- nus (aproximativ 480—524) 229— 230 Bolzano Bernhard (1781—1848) 100 Borozdin I N 232 Bortolotti Ettore 231 Boyer CB 231 Braunmiihl August von (1853—1908) 231 Bruins E M 59, 233 Bull L 232 Cajori Florian (1859—1930) 17, 231 Callimah (secolul al III-lea î e n ) 173 Cantor Moritz (1829—1920) 9, 24, 49, 79, 148, 204, 231, 235 Gapella Martianus Mineus Felix (secolul al V-lea) 228 Casiodor (Magnus Aurelius Cassio- dorus, aproximativ 475—570) 228—229 239 Cavalieri Bonaventura (1598—1647) 101, 103, 155 Cebotarev N G (1894—1947) 108 €elsus 203 Cezar luliu (Caius Julius Caesar, 104—44 î e n ) 201—202, 204 Chace A 232 Cicero Marcus Tullius (106—43 î e n ) 154, 188, 191 Ciril (Kyrillos, na 444) 225 Columella Lucius Junius Modera- tus (secolul I) 203 Canon din Samos (secolul al III-lea î e n ) 152, 157, 163 Coolidge J L 231 Copernic (Nicolaus Coppernicus, 1473—1543) 153 Czwalina A 171 Dai V I (1801—1872) 232 Damaskias (aproximativ 458—353) 227 Dedekind Richard (1831—1916) 144-145 Democrit (aproximativ 460—370) 72—73, 82, 87, 99—101, 103, 118, 165, 233 Descartes Rene (1596-1650) 92, 180-181 Dinostrate (secolul al IV-lea î e n ) 105—106, 121 Diocles (secolul al Il-lea î e n ) 110, 173, 175—176 Diodor din Alexandria 199, 227 Diofant (secolul al III-lea) 75, 76, 183—184, 213—221, 224, 235 Diogene Laertiu (secolul al III-lea) 94, 100—101, 103 Dobritzer M 232 Domninus (secolul al V-lea) 227 D'Goge M L 235 Dorodnov A V 108 Dositeos (secolul al III-lea î e n ) 152, 157, 160, 162—164 Dragunov A A 234 Duau (secolele XX—XVIII î e n ) 35 ■ ' : H :> Eisenstâdter 1 232 Engels Friedrich 29, 32, 100, 129, 171—172, 231 Epafroditus (secolul al II-lea) 203 Eratostene (276—194 î e n ) 130, 155, 160, 173—174 Kiicinus (secolul al III-lea) 209 Euclid (secolele IV—III î e n ) 71, 73—74, 87, 89, 91—92, 95 —96, 101—113, 116—120, 123—124, 126—127, 130—131, 133—150, 154—155, 171, 173, 177—178, 180—182,191—195, 200, 205—206, 209, 211—213,215,222,224—230, 234 Eudem din Pergam (secolul al 111-lea î e n ) 177, 225, 227 Eudem din Rodos (secolul al IV-lea î e n ) 71, 74, 106, 225 Eudoxus din Cnidos (aproximativ 408—355 î e n ) 101, 103, 109— 110, 112—113, 116, 119, 123, 139, 144—145, 149, 152, 159, 173, 193 Eutokios (secolul al Vl-lea î e n ) 76, 122, 162, 173, 175—176, 192, 227 Fermat Pierre (1601—1665) 92, 155, 181, 219 Fettweis E 231 Fibonacci (Leonardo Pisano) 105 Fidius (secolul al III-lea î e n ) 154 Filon din Bizanţ (secolul al II 1-lea î e n ) 110 Fobt B A 234 Frajese A 114, 233 Frank F 86, 234 Friedelein G 233 Frontinus Sextus Julius (aproximad:\Electronica\tiv 40—103) 203 Galen (aproximativ 130—200) 124 Galilei (Galileo Galilei, 1564—1674) 100, 235 Gauss Karl Friedrich (1777—1855) 218 Geminus din Bodos (secolul I î e n ) 74, 180, 192, 225 Ghetaldi Marino (1566—1626) 181 Gilson E 211 Gregorius (secolul al IX-lea) 228 Guldin Paul (1577—1643) 212 Giinther S 231 Hankel 11 (1839—1873) 79 Heath Thomas Little (1861—1940) 155, 234 Hegel G W F 9 Heiberg J L 134, 155, 234—235 240 Heraclide (secolul al 111-lea î e n ) 154, 180 Heraclit din Efes (aproximativ 530— 470 î e n ) 82, 88 Herodian (secolul al II-lea) 77 Herodot (aproximativ 485—425) 71, 77, 82, 233 Heron din Alexandria (secolul I î e n ) 76, 110, 130, 168, 184, 202, 204, 208, 225, 230, 235 Heron Metricul (secolul I) 202 Hieron (secolul al II 1-lea î e n ) 154 Hyginus (secolele I—II) 188, 203 Hiparh isecolul al II-lea î e n ) 189—191, 199, 206, 227 Hipatia (370—415) 224—225 Hipocrate din Chios (secolul al V-lea î e n ) 106—108, 131, 134, 173 Hippas din Metapont (secolele VI—V î e n ) 86, 97 Hippias din Elis (secolul al V-lea î e n ) 104—105, 121, 222 Hipsicle (secolul al II-lea î e n ) 90, 111, 149, 173 Hobbes Thomas (1588—1679) 134 Hofmann I E 232 Homer (secolele IX—VIII î e n) 76, 86, 232 Hopfner Th 233 Hrozny Bedrich 61, 235 Hultsch F 235 Iagodinski I 235 lamblic (aproximativ 250—325) 92, 173, 222—223 lanovskaia S A 233 Jbn Ira<i (Abu Nasr Mansur ibn Iraq, secolele X—XI) 235 Imhotep (secolele III—II î e n ) 33 Isidor din Alexandria (secolul al Vl-lea) 150, 227 Isidor din Milet (secolul al Vl-lea) Isocrate (secolele V—IV î e n ) 71 lustinian (483—565) 227 Iuşkevici A P 5, 7, 159, 235 Iuşkevici P S (1873—1945) 235 Iulian Salvian (secolul al II-lea) 205 Karpov V I 75, 234 Kepler Johann (1571—1630) 103, 123, 155, 182 Kolman E I 5, 7 Kolmogorov A N 5, 231 Kosven M 232 Krainer S N 233 Krause M 235 Las din Hermion (secolele VI—V î e n ) 84 Leibniz Gottfried Wilhelm (1646— 1716) 99, 134, 155, 159 Lenin Vladimir Ilici 9, 97—98, 100, 231 Leon (secolul al IV-lea î e n ) 131 Leonardo Pisano (aproximativ 1170—1230) 105 Levy-Bruhl L 10, 232 Lewy Hildegard 50, 233 Lippert Julius 16, 232 Lobacevski Nikolai Ivanovici (1792 —1856) 136 Loria Gino 222, 232, 235 Lurie S I 234 Macrobius Ambrosius Theodosius (secolele V—VI) 228 Maistrov L E 149, 234 Maleţki A 234 Manning H P 232 Marinos din Neapole (secolul al V-lea 227 Marinos din Tvr (secolul I) 181, 201 Maritin J 211 Marcellus Marcus Claudius (m 208 î e n ) 154 Marx Karl 9, 27, 32—33, 100—111, 231 Meillet Anloine 232 Menechmus (secolul al IV-lea î e n ) 105, 110, 112, 114—115, 121—122, 162, 173, 178 Menelau din Alexandria, (secolele 1—II) 192—194, 198, 211 235 Menninger K 232 Metrodor (secolul al Vl-lea) 213 Michel P H 234 Mikluho-Maklai N N (1849—1888) 15, 232 Milhaud G 233 Miscenko F G 235 Moîodsi V N 149, 243 Morlev S G 233 Morduhai-Boltovski D U (1876— 1952) 134, 151, 234 Morgan J 13, 232 Neugebauer Otto 45, 49, 57, 59, 189, 233 Newton I 155, 159 241 Nicomah (secolul I) 80, 194—195, 205, 222—223, 227, 229, 237 Nicomede (secolul al II-lea î e n ) 173—175 Nipsus Marcus Junius (secolul al II-lea) 203 Pappus (secolul al III-lea) 110—111, 131, 151—152, 168, 174—175, 180—181, 192, 205, 209—212, 222—223, 235 Parmenide (secolul al V-lea î e n ) 97 Pascal Blaise (1623—1662) 175, 235 Pascal Etienne (1588—1651) 175 Pavlov I P 11849—1936) 10, 232 Peet T E 232 Peiton (secolul al IV-lea) 223 Pell J (1610—1685) 169 Perepiolkin I I 43 Pervusin Ivan Miheevici (1827— —1900) 143 Petrovski F A 235 Petrusevski F I (1785—1848) 235 Peyraid F 234 Pitagora (secolul al Vl-lea î e n ) 84—86, 88, 91—95, 138, 140 Platon (429—348 î e n ) 74—75, 82 86, 93, 100, 109, 111, 116, 130— —131, 134—136, 149, 168, 179, 222, 225—226, 234 Plinius Gajus Secundus Major 23—79) 186, 202 Plotin (204—269) 222 Plutarh (aproximativ 50—120) 94, 110 Popov G N 233, 235 Porfiriu (233—304) 191—192, 225 Posidoniu 135—51 î e n ) Proclus 71, 74, 94, 103, 131, 138, 151—152, 174, 181, 191—192, 200, 225—227, 233 Protagora (480—411 î e n ) 101, 110, 134 Ptolemeu I Soter (m 283 î e n ) 131 173—174 Ptolemeu III Evergetul (m 222 î e n ) 173—174 Ptolemeu IV Philopator (m 204 î e n) 173, 174 Ptolemeu Claudiu (secolul al II-lea, 190—191, 195—201, 205—206, 223, 225—227, 235 Reidemeister Karl 234 Rey Abel 97 Rhind Henry 35, 232 Rozenfeld B A 7 Sachs 233 Sarton George 232 Satterthwaite L 233 Schrader O 232 Serenus (secolul al IV-lea) 223 Sesostris (secolul al II-lea î e n ) 71 Simplicius (secolul al Vl-lea m 549) 109, 201, 227—228, 234 Smith D E 232 Socrate (469—399 î e n ) 111, 114 Sosigene (secolul I î e n ) 202 Sporus (secolul al III-lea) 110, 222 Stevin Simon (1548—1620) 235 Stocks J L 234 Struik Dirk Jan 234 Struve V V 35, 232 Tabit ibn Korra (Abu-l-Hassan Ta- bit ibn Korra al-Harrani, 826— 901) 92 Tales (aproximativ 624—548 î e n ) 82—84, 95, 136 Tannery Paul (1843—1904) 79, 84, 192, 234 Taylor E 232 Tectet din Atena (secolul al IV-lea î e n ) 110, 116, 146, 148 Teodor din Cvrene (secolul al V-lea î e n ) 110', 116 Teodosiu (secolul al II-lea î e n ) 181—182, 193, 211 Teon din Alexandria (secolul al IV-lea) 152, 176, 195, 223—224 Teudius din Magnesia (secolul al IV-lea î e n ) 131 Thoma din Aquino (aproximativ 1225—1274) 211 Timaridas (secolul al IV-lea î e n ) 222 Timcenko I I (1862—1939) 50, 234 Tit Liviu (59 î e n —17) 154, 228 Thureau-Dangin F 45, 232 Tolstoi, Lev Nikolaievici (1828— 1910) 234 Traian (Marcus Ulpius Traianus, 53—117) 204 Tropfke Johannes (1866—1939) 232 Turaev Boris Alexandrovici (1868— 1920) 35, 232 242 Ulpian (aproximativ 175—228) 204 Varro Marcus Terentius (aproximad:\Electronica\tiv 116—27 î e n ) 188, 202 Ver Eecke P 235 Vergiliu (70—19 î e n ) 228 Veselovski I N 50, 142, 232 Victorinus (Victorius) 228 Victorius (secolul al V-lea) 228 Viete Franţois (1540—1603) 6 Vinci Leonardo da (1452—1519) 110 Vitruviu (secolul I î e n ) 103, 202— —203, 235 Vitruvius Rufus (secolele VI—VII) 103, 202—203, 235 Viviani Vincenzo (1622—1703) 193 Vîgodski M I 149, 233, 234 Vogel K 233 Waerden B L van der 41, 99, 233—234 Wallenius Martin Johan (1731 — —1773) 108 Wundt W 17, 232 Zenodor (secolele III—II î e n ) 173, 176 Zenon Eleatul (secolele al V-lea î e n ) 97—101 Zenon din Sidon (secolele III—II î e n ) 191, 225 Zeuthen Hieronvmus Georg (1839— 1920) 99, 140, 164, 182, 231 CUPRINS Prefaţă Capitolul I Apariţia matematicii Naşterea matematicii ( 9 ) Primele numerale (11) Dezvoltad:\Electronica\rea ulterioară a numerelor (14) Exprimarea grafică a numerelor (21) Apariţia operaţiilor matematice (24) Apariţia noţiunilor geometrice (26) Astronomia primitivă şi importanţa ei pentru matematică (28) Capitolul II Matematica în societatea sclavagistă pred:\Electronica\mergătoare vechilor greci Societatea sclavagistă timpurie (30) Matematica societăţii sclad:\Electronica\vagiste timpurii (31) Izvoarele istorice (32) Matematica egipd:\Electronica\teană (33) Sistemul de numeraţie la egipteni (34) Matemad:\Electronica\tica în şcolile de scribi (35) Operaţiile aritmetice (35) Fracd:\Electronica\ţiile egiptene (37) Probleme de aritmetică (39) Probleme de geometrie (41) Nivelul general al matematicii egiptene (42) Mad:\Electronica\tematica în Mesopotamia antică Condiţiile sociale (43) Şcolile de scribi sumero-babilonene Izvoarele (44) Sistemul de nud:\Electronica\meraţie (46) Operaţiile aritmetice (51) Probleme de aritd:\Electronica\metică şi rezolvarea lor (53) Probleme de geometrie (54) „Ecuaţiile" babilonienilor (56) Nivelul general al matematicii babilonene (59) Matematica altor popoare din Orientul Aprod:\Electronica\piat (60) Matematica şi numeraţia la poporul maya (63) Mated:\Electronica\matica la azteci şi incaşi (66) Concluzii generale asupra dezd:\Electronica\voltării matematicii în societatea sclavagistă timpurie (67) Capitolul III Matematica în Grecia antică Condiţiile sociale în Grecia antică (69) Caracterul matematicii antice greceşti Izvoare (70) Logistica greacă (75) Număd:\Electronica\rarea la grecii antici (76) Numeraţia (77) Tabelele (80) Şcoala din Milet (82) Şcoala pitagoreică (85) Matematica şi numeralogia pitagoreicilor (88) Medii, proporţii şi prod:\Electronica\gresii (92) „Teorema lui Pitagora,, şi mărimile incomensurad:\Electronica\bile (93) Aporiile lui Zenon (97) Democrit (99) Hippias din Elis (104) Hipocrate din Chios (106) Arhitas din Tarent 245 (109) Teodor din Cirene (110) Platon (111) Teetet din Atena (116) Eudoxus din Cnidos (116) Algebra geometrică Aplicad:\Electronica\rea ariilor (120) Aristotel (123) Capitolul IV Matematica în ţările elenistice 128 Elenismul (128) Şcoala alexandrină (128) Euclid (131) Postud:\Electronica\latele şi axiomele lui Euclid (135) Cărţile planimetrice ale Eled:\Electronica\mentelor (137) Teoria proporţiilor şi cărţile aritmectice ale Eled:\Electronica\mentelor (139) Cartea a X-a a Elementelor (145) Cărţile stereo-metrice ale Elementelor (147) Alte opere ale lui Euclid (150) Aristarh din Samos (152): Arhimede (153) Despre echilibrul planelor (156) Cvadratura parabolei (157) Despre metodă (160) Despre sferă şi cilindru (160) Despre spirale (162) Despre conoizi şi sferoizi (164) Despre corpurile plutitoare (164) Măsurarea cer-cului (165) Numărarea grăunţelor de nisip (166) Ipoteze (167), Poliedre semiregulate (168) Eratostene (173) Nicomede (174) Diocles (175) Zenodor (176) Apoloniu din Perga (177) Secţiuni conice (177) Alte opere ale lui Apoloniu (180) Teodosiu (181) Trăsăturile generale ale matematicii elenistice (182) Capitolul V Matematica în ţările Imperiului Roman 185 Matematica la romani (185) Alexandria în epoca romană (189) Hiparh (189) Posidoniu (191) Geminus (192) Menelau (192) Nicomah (194) Claudiu Ptolemeu (195) Trigonometria lui Ptolemeu(195) Alte opere ale lui Ptolemeu (199) Teoria paraled:\Electronica\lelor la Ptolemeu (200) Lucrările de optică, mecanică, geografie ale lui Ptolemeu (201) Matematica la Roma în timpul lui Iuliu Cezar şi August (201) Heron (205) Metrica lui Heron (206) Geometria lui Heron (207) Lucrările lui Heron în mecanică şi optică (208) Pappus (209) Diofant din Alexandria (213) Sporus (222) Porfirriu, Iamblic (222) Serenus (223) Teon din Alexandria (223) Hipatia (224) Proclus (225) Domninus, Ammonius, Eutod:\Electronica\kios (227) Elevii lui Proclus (227) Matematica ultimului veac al Imperiului Roman de Apus (228) Matematica în Italia în timpul ostrogoţilor (228) Bibliografie 233 Indice de nume 239 